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МОДЕЛI СТОХАСТИЧНОЇ ТА ХАОТИЧНОЇ
ВОЛАТИЛЬНОСТI ДЛЯ АНАЛIЗУ КРИВИХ НОВИН

Невiдповiднiсть теоретичних цiн деривативiв, отриманих за формулою Блека–Шоулза, та
ринкових цiн спонукає дослiдникiв до пошукiв бiльш точних та витончених моделей фiнансових
ринкiв. Наразi не викликає сумнiвiв, що волатильнiсть, як параметр мiнливостi фiнансового
ринку внаслiдок появи «гарних» i «поганих» новин, не є константою i може бути розглянутою
як стохастичний процес. Моделi фiнансового ринку, побудованi за таким пiдходом, мають на-
зву моделей стохастичної волатильностi i вони вiдомi, починаючи з дослiджень Р. Єнгля. У
роботi у якостi удосконалення цього пiдходу запропоновано так званi моделi хаотичної вола-
тильностi, якi утворюються з вiдомих моделей стохастичної волатильностi ARCH, GARCH,
EGARCH за допомогою використання послiдовностей «динамiчного хаосу» замiсть бiлого шу-
му. Iдея iснування фрактального ринку та застосування «динамiчного хаосу» обговорювалась
ще в роботах Б. Мандельброта, Ю. Фама, А. Ширяєва та iнших. А. Ширяєв у своїх роботах
вказує, що поведiнка послiдовностей «динамiчного хаосу» при певних значеннях параметрiв є
схожою на поведiнку «бiлого» шуму. В роботi серед представникiв хаотичних послiдовносей бу-
ло обрано логiстичну послiдовнiсть. Для реальних даних було побудовано три моделi з класу
авторегресивних гетероскедастичних моделей iз стохастичною та хаотичною волатильнiстю.
Було розглянуто криву впливу новин як стандартну мiру того, що новини включенi в оцiнку
волатильностi. Було виявлено асиметричну реакцiю волатильностi на свiтовi позитивнi та
негативнi новини. Ефект асиметрiї найкраще враховано у ЕGARCH моделi i на практицi дове-
дено, що ця модель найкраще описує змiну ситуацiї на ринку цiнних паперiв та деривативiв.
Спрогнозовано теоретичну цiну акцiй з використанням моделей стохастичної та хаотичної
волатильностi. Провiвши порiвняльний аналiз модельних цiн з ринковою цiною за допомогою об-
числення вiдносної похибки, можна побачити, що запропонованi у статтi моделi з хаотичною
волатильнiстю мають меншi вiдноснi похибки.

Ключовi слова: волатильнiсть, очiкувана волатильнiсть, стохастичнi моделi, ARCH, GARCH,
EGARCH, хаотична волатильнiсть.

Вступ

Парадигмою цiноутворення деривативiв на
фiнансовому ринку продовжує залишатись мо-
дель Блека–Шоулза [1], проте теоретичнi цiни
деривативiв, отриманi за цiєю моделлю, часто
вiдрiзняються вiд ринкових цiн. Це може вiдбу-
ватися через те, що волатильнiсть, яка викори-
стовується у формулi Блека–Шоулза, насправ-
дi, не є константою, а помилка цiноутворення,
що виникає внаслiдок цього припущення, має
серйознi наслiдки для учасникiв ринку. Тiльки
нещодавно, протягом останнiх кiлькох рокiв ре-
гулятори дозволили фiнансовим установам вiд-
хилятись вiд формули Блека–Шоулза та вико-
ристовувати свої внутрiшнi альтернативнi моде-
лi для оцiнки деривативiв та ринкового ризику i
розподiляти економiчний капiтал на основi вiд-
повiдних доходiв, скоригованих на ризик. Най-
бiльш популярним для моделювання стохасти-
чної волатильностi є клас моделей авторегре-
сiйної умовної гетероскедастичностi, що вико-

ристовуються для опису i моделювання часових
рядiв [3; 4]. Їх використовують тодi, коли умов-
на дисперсiя часового ряду (дисперсiя, розрахо-
вана за минулим значенням ряду) не є констан-
тою i залежить вiд рiзних параметрiв на кожно-
му промiжку часу. В статтях [4; 5] було розгля-
нуто моделi ARCH, GARCH, EGARCH та про-
аналiзовано як вплив «гарних» та «поганих» но-
вин позначається на симетричностi «посмiшки
волатильностi».

Проте наразi в парадигмi економiко-
математичного моделювання спостерiгаються
суттєвi змiни, вiдмова вiд «лiнiйної» парадигми
та перехiд до нелiнiйних моделей та, як наслi-
док, створення концепцiї фрактального ринку.
Iдея iснування фрактального ринку та застосу-
вання «динамiчного хаосу» обговорювалась ще
в роботах Б. Мандельброта, Ю. Фама, А. Ширя-
єва та iнших. Знаходження показника Харста
для реальних фiнансових даних, його зв’язок
з гiпотезою фрактального ринку та викори-
стання послiдовностей детермiнованого хаосу
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в фiнансово-економiчному моделюваннi дослi-
джувалось нами в статтях [6; 7]. У цiй статтi
запропоновано поняття «хаотичної волатильно-
стi», розглянуто моделi «хаотичної волатиль-
ностi» та порiвняння моделей «хаотичної» та
«стохастичної» волатильностi для реальних фi-
нансових даних.

У другому роздiлi пiсля короткого вступу
описано три з вiдомих моделей стохастичної во-
латильностi, а також розглянуто поняття кри-
вої впливу новин.

У третьому роздiлi запропоновано покраще-
ння для даних моделей за допомогою викори-
стання логiстичних послiдовностей, що дозво-
ляє ввести нове поняття хаотичної волатильно-
стi.

У четвертому роздiлi практично розглянуто
вплив новин на волатильнiсть та змiну цiн акцiй
компанiї. Також застосовано модель хаотичної
волатильностi та проаналiзовано чи вiдбулися
покращення.

Моделi стохастичної волатильностi

Нехай yt — це норма прибутку конкретної
акцiї або ринкового портфеля з часу t − 1 до
часу t. Також, нехай Ft−1 є фiльтрацiєю, тобто
набором минулої iнформацiї, що мiстить значен-
ня всiх реалiзованих вiдповiдних змiнних до ча-
су t−1. Оскiльки iнвестори знають iнформацiю
Ft−1, коли вони приймають рiшення в момент
часу t − 1, вiдповiдний очiкуваний прибуток i
волатильнiсть для iнвесторiв — це умовне мате-
матичне сподiвання yt, задане Ft−1, та умовна
дисперсiя yt, задана Ft−1. Позначимо їх mt та
ht вiдповiдно. Тобто mt = E(yt|Ft−1) та ht =
= V ar(yt|Ft−1). З урахуванням цих визначень,
неспостережуваний параметр в момент часу t:
εt = yt − mt. У цiй роботi εt розглядається як
випадковий стацiонарний процес з незалежни-
ми однаково розподiленими значеннями i є за-
гальною мiрою новин в момент часу t. Дода-
тнє значення εt (несподiване пiдвищення цiни)
припускає появу позитивних для економiчного
розвитку новин, тодi як вiд’ємне εt (несподiва-
не зниження цiни) припускає появу «поганих»
новин. Крiм того, велике значення |εt| означає,
що ця новина є «значною» або «великою» в то-
му сенсi, що вона впливає на несподiванi великi
змiни цiни.

Роберт Енгль (1982) припустив, що умов-
ну дисперсiю ht можна моделювати як фун-
кцiю попереднiх значень εt. Тобто, очiкувана во-
латильнiсть залежить вiд минулих новин. Для
цього вiн розробив авторегресивну умовно гете-

роскедастичну модель (ARCH) [3]:{
ht = α0 + α1ε

2
t−1

εt =
√
htvt, vt − i.i.d.N(0, 1),

(1)

де параметри α0 > 0 i α1 ≥ 0, vt i.i.d. N(0,1) —
нормований «бiлий» шум, тобто послiдовнiсть
незалежних однаково розподiлених випадкових
величин з нормальним розподiлом N(0,1).

У цiй моделi позитивнi i негативнi змiни ма-
ють один i той же ефект. ARCH модель не дає
нiякої iнформацiї про джерело змiн фiнансових
часових рядiв, а також завищує прогнозовану
волатильнiсть.

Болерслєв (1986) узагальнив модель ARCH
у такий спосiб, що [4]{

ht = α0 + α1ε
2
t−1 + βht−1

εt =
√
htvt, vt − i.i.d.N(0, 1),

(2)

де α0, α1, β — константи, α0 > 0 , α1 ≥ 0 i β ≥ 0.
У моделi GARCH вплив зворотного шоку на по-
точну волатильнiсть геометрично зменшується
з часом.

Модель EGARCH запропонована Нельсоном
в 1991 роцi. Нельсон стверджував, що додатнi
константи в лiнiйнiй моделi GARCH занадто
обмежують цю модель. Модель GARCH накла-
дає невiд’ємнi обмеження на параметри, αi i yi,
в той час як у моделi EGARCH немає обмежень
на цi параметри. У моделi EGARCH умовна дис-
персiя ht є асиметричною функцiєю вiд εt−1 [2]:

lnht = α0 + α1

[
|εt−1|√
ht−1

−
√

2
π

]
+γ εt−1√

ht−1

+ β lnht−1

εt =
√
htvt, vt − i.i.d.N(0, 1).

(3)

EGARCH модель широко використовується для
опису та прогнозування умовної волатильностi
фiнансових часових рядiв. Основною вiдмiннi-
стю EGARCH моделi вiд ARCH / GARCH є
той факт, що ARCH / GARCH моделi iгнору-
ють ефект асиметрiї для кривої новин. Проте
волатильнiсть саме асиметрично реагує на гарнi
i поганi новини, тобто при збiльшеннi цiни акти-
вiв забезпечується зростання дохiдностi за ними
i волатильнiсть падає, i навпаки, зi зменшенням
цiн i зниженням прибутковостi волатильнiсть
зростає. Крива впливу новин — це вiзуалiзацiя
залежностi асиметричної реакцiї прихованої во-
латильностi вiд негативних новин i великих iн-
новацiй. Крива впливу новин пов’язує минулi
шоковi прибутки або втрати (внаслiдок новин
щодо змiни економiчного довкiлля) до поточної
волатильностi. Ця крива вимiрює, наскiльки но-
ва iнформацiя включена в оцiнку волатильностi
[5].
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Моделi хаотичної волатильностi

У авторегресивних умовно гетероскедасти-
чних моделях εt обчислюється: εt =

√
htvt, де

vt — величина, яка має стохастичну природу i,
бiльш того, є нормованим нормально розподiле-
ним «бiлим» шумом.

Альберт Ширяєв [8] показав, що детермiно-
ванi системи виду{

xn+1 = f(xn;λ)
xn+1 = f(xn, xn−1, ..., xn−k;λ)

(4)

можуть породжувати послiдовнiсть, поведiнка
якої при певних значеннях параметрiв дуже
схожа на поведiнку стохастичних послiдовно-
стей. Такi послiдовностi називаються хаотични-
ми. Нехай vt задається, як одна з послiдовно-
стей «динамiчного хаосу», а саме логiстична по-
слiдовнiсть: {

vt = λvt−1(1− vt)
0 < v0 < 1.

(5)

Параметр λ = 4 є ключовим для цiєї послiдово-
стi — саме при цьому значеннi детермiнстична
послiдовнiсть (xn) стає хаотичною та нагадує
реалiзацiю стохастичної послiдовностi типу бi-
лого шуму. Автокореляцiйна функцiя, що може
бути побудована за значеннями цiєї послiдовно-
стi, вказує на некорельованiсть значень (xn) та
середнє дорiвнює 0 [6]. Хаотичнi ARIMA моделi
та їх застосування було розглянуто у [7].

Гетероскедастичнi моделi хаотичної вола-
тильностi матимуть вигляд:

хаотична ARCH: ht = α0 + α1ε
2
t−1

εt =
√
htvt,

[
vt = 4vt−1(1− vt)
0 < v0 < 1

, (6)

хаотична GARCH: ht = α0 + α1ε
2
t−1 + βht−1

εt =
√
htvt,

[
vt = 4vt−1(1− vt)
0 < v0 < 1

, (7)

хаотична EGARCH:
lnht = α0 + α1

[
|εt−1|√
ht−1

−
√

2
π

]
+γ εt−1√

ht−1

+ β lnht−1

εt =
√
htvt,

[
vt = 4vt−1(1− vt)
0 < v0 < 1

. (8)

Дослiдження на реальних даних

Для дослiджень було взято акцiї компанiї
Epam за один рiк (листопад 2017 р. – листо-
пад 2018 р.). Данi отримано з сайту NASDAQ

(http://www.nasdaq.com/). Для цих даних про-
ведено розрахунки для побудови трьох авторе-
гресивних умовно гетероскедастичних моделей:
ARCH, GARCH та EGARCH.

Для iдентифiкацiї моделей треба було визна-
чити значення параметрiв α0 , α1 , β , γ методом
моментiв. Пiсля розрахунку кожна модель має
вигляд:

ARCH:

ht = 0.00005 + 0, 19985ε2t−1, (9)

GARCH:

ht = 0.00005 + 0, 19985ε2t−1 + 0.64609ht−1, (10)

EGARCH:

lnht = −1.8801 + 0.8 lnht−1 − 0.362
εt−1√
ht−1

+0.3258

[
| εt−1 |√
ht−1

−
√

2

π

]
. (11)

Для усiх трьох моделей крива впливу новин
(рис. 1) за 3 мiсяцi (березень–травень 2018 року)
має схожий вигляд.

Рис. 1: Кривi впливу новин

Проаналiзувавши подiї, що вiдбулися у цей
перiод, можна побачити таку закономiрнiсть:
4 березня 2018 року вiдбувся протест вчителiв у
Захiднiй Вiрджинiї, який тривав 3 днi. 13 бере-
зня – ще один протест вчителiв у Захiднiй Калi-
форнiї. 23 березня вiдбувся протест проти воло-
дiння зброєю, у зв’язку з розстрiлами в школах.
Можна побачити, що березень 2018 року був не-
спокiйним перiодом для СполученихШтатiв. Це
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зразу вiдобразилося на ринку, i волатильнiсть
збiльшилася.

До кiнця березня у бiльшостi штатiв прийня-
ли закони про пiдвищення заробiтної плати вчи-
телям. Також було прийнято низку законiв що-
до зброї, що дало можливiсть стабiлiзувати цiни
на акцiї i знизити рiвень волатильностi.

8 травня президент Трамп оголосив, що Аме-
рика виходить з ядерної угоди з Iраном. Це був
рiшучий, проте змiцнюючий крок для економi-
ки держави. 18 травня вiдбулося весiлля принца
Гарi та Меган Маркл. За цiєю подiєю слiдкував
увесь свiт, безлiч газет публiкували статтi про
iсторiю кохання пари, їхнi зустрiчi та весiлля.
Цi подiї справили рiзкий, але позитивний ефект
на значення волатильностi, що й вiдображено
на графiках моделей.

Теоретична цiна акцiй розраховується за
формулою:

St = S0e
∑n

t=1 εt . (12)
Результати оцiнюють за допомогою вiдно-

сної похибки вимiрювання:

σ =
δ

St
=
St − Sd
St

, (13)

де Sd — дiйсне значення вимiрюваної фiзичної
величини.

Порiвняння результатiв можна побачити на
рис. 2 i 3.

Рис. 2: Стохастичний пiдхiд

Рис. 3: Хаотичний пiдхiд

Висновок

У цiй статтi було запропоновано удосконале-
ння вiдомих моделей ARCH, GARCH, EGARCH
за допомогою використання логiстичної послi-
довностi замiсть бiлого шуму, так званi моделi
хаотичної волатильностi. Було розглянуто кри-
ву впливу новин як стандартну мiру того, що
новини включенi в оцiнку волатильностi. Для
реальних даних було побудовано три моделi з
класу авторегресивних гетероскедастичних мо-
делей iз стохастичною та хаотичною волатиль-
нiстю. Було виявлено асиметричну реакцiю во-
латильностi на свiтовi позитивнi та негативнi
новини. Ефект асиметрiї найкраще враховано у
ЕGARCH моделi, i на практицi доведено, що ця
модель найкраще описує змiну ситуацiї на рин-
ку цiнних паперiв та деривативiв. Спрогнозова-
но теоретичну цiну акцiй iз використанням мо-
делей стохастичної та хаотичної волатильностi.
Провiвши порiвняльний аналiз модельних цiн iз
ринковою цiною за допомогою обчислення вiд-
носної похибки, можна побачити, що запропоно-
ванi у статтi моделi з хаотичною волатильнiстю
мають меншi вiдноснi похибки.
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M. Leskiv, N. Shchestuk

MODELS OF STOCHASTIC AND CHAOTIC VOLATILITY
FOR NEWS ANALYSIS

The difference between the theoretical prices of Black–Scholes derivatives and market prices is reason
for researchers to look for more accurate and sophisticated models of financial markets. There is no
doubt that volatility as a parameter of financial market changeability due to the emergence of “good”
and “bad” news, is not a constant and can be considered as a stochastic process. The financial market
models under this approach are called stochastic volatility models and have been known since R. Engle’s
research. In an effort to improve this approach, we propose the so-called chaotic volatility models,
which are formed from the known ARCH stochastic volatility models, GARCH, EGARCH, by using
“dynamic chaos” sequences instead of white noise. The ideo of the existence of a fractal market and
the application of “dynamic chaos” was discussed in the works of B. Mandelbrot, Y. Fam, A. Shiryaev
and others. A. Shiryaev in his works indicates that the behavior of sequences of “dynamic chaos”
under certain parameter values is similar to the behavior of “white” noise. In the work among the
representatives of chaotic sequences, was selected the logistic sequence. For real data, three models
were constructed from the class of autoregressive heteroscedastic models with stochastic and chaotic
volatility. The news impact curve was considered, which measures how new information is incorporated
into volatility estimates. An asymmetric reaction of volatility to world positive and negative news has
been revealed. In practice it is proven that EGARCH model accounts the best the asymmetry effect and
describes the changing situation in the securities and derivatives market. The theoretical stock prices
were predicted by using stochastic and chaotic volatility models. Having conducted a comparative
analysis of the model prices with the market prices by calculating the relative error, it can be seen that
the models proposed in the article with chaotic volatility have less relative error.

Keywords: volatility, estimated volatility, stochastic models, ARCH, GARCH, EGARCH, chaotic
volatility.
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