
УДК 512.5

Петрук В. О.
DOI: https://doi.org/10.18523/2617-70803202048-52cs

ЧИСЛО ФОРСУВАННЯ В НУЛЬ ДЕЯКИХ РОДИН
ГРАФIВ

Статтю присвячено дослiдженню числа форсування в нуль деяких родин графiв. Концепцiя
форсування в нуль є порiвняно новою темою дослiджень у дискретнiй математицi, яка вже має
певнi практичнi застосування, зокрема, число форсування в нуль використовується у дослiдже-
ннях мiнiмального рангу матриць сумiжних графiв. Також процес форсування в нуль є одним iз
прикладiв процесiв поширення на графах. Такi процеси часто використовують для моделювання
технiчних або соцiальних процесiв i в iнших сферах: в статистичнiй механiцi, фiзицi, аналiзi
соцiальних мереж тощо.

Нехай вершини графа G вважатимуться бiлими, за винятком певного набору S чорних вер-
шин. Ми перефарбуємо вершини графа з бiлого в чорний, використовуючи певне правило, а саме

Правило змiни кольору: Бiла вершина стає чорною, якщо це єдина бiла вершина, що при-
лягає до чорної вершини.

[5] Число форсування в нуль Z(G) графа G � це мiнiмальна потужнiсть набору чорних вер-
шин S, необхiдних для перетворення всiх вершин графа G на чорнi за скiнченну кiлькiсть крокiв
за допомогою �правила змiни кольору�.

Вiдомо [10], що для будь-якого графа G його число форсування в нуль не може бути меншим
за мiнiмальну степiнь вершин. Такi та iншi вже вiдомi факти стали основою пошуку числа
форсування в нуль для двох наступних родин графiв:

Граф-шестерня, що позначається W2,n, � це граф, отриманий шляхом вставки додаткової
вершини мiж кожною парою сусiднiх вершин по периметру графа колеса Wn. Таким чином, W2,n

має 2n+ 1 вершин i 3n ребер.
Граф-призма, що позначається Yn, або в загальному випадку Ym,n, iнодi його також нази-

вають круговою драбиною, � це граф, що вiдповiдає скелету n-призми.
Граф-колесо, що позначається Wn, � це граф, утворений шляхом приєднання однiєї (цен-

тральної) вершини до всiх вершин циклу довжиною n.
У цiй статтi розглядаються визначення, доведення та деякi приклади числа форсування в

нуль та процесу форсування в нуль родини графiв-шестерень та родини графiв-призм.
Ключовi слова: число форсування в нуль, граф-шестерня, граф-призма.

Процес форсування в нуль � це зразок про-

цесу поширення на графах (зокрема приклад

стiльникового автомата). Такi процеси є цiка-

вими не тiльки з точки зору математичних та

iнформатичних дослiджень, їх використовують

для моделювання технiчних чи суспiльних про-

цесiв також в iнших сферах: статистичнiй меха-

нiцi, фiзицi, аналiзi соцiальних мереж тощо.

В роботi обчислюється число форсування в

нуль для двух родин графiв: шестерень i призм.

Число форсування в нуль

Нехай вершини графа G вважаються бiлими,

окрiм визначеної множини S чорних вершин.

Будемо перефарбовувати вершини графа з

бiлого кольору в чорний, використовуючи пев-

не правило.

Правило змiни кольору: бiла вершина пе-

ретворюється на чорну за умови, якщо вона є

єдиною бiлою вершиною-сусiдом чорної верши-

ни.

Означення 1. Числом форсування в нуль

Z(G) графа G є мiнiмальна розмiрнiсть множи-

ни чорних вершин S, необхiдних, аби перетво-

рити усi вершини графа G на чорнi за скiнченну

кiлькiсть крокiв iз застосуванням �правила змi-

ни кольору� [5].

Рис. 1. Процес форсування в нуль графа G
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Рiвняння та нерiвностi

Розглянемо вiдомi нерiвностi й оцiнки для

числа форсування в нуль Z(G) графа.

1. [9] Для будь-якого непорожнього графа G

1  Z(G) 
��V (G)

��� 1.

2. [10] Для будь-якого графа G

�(G)  Z(G),

де �(G) � мiнiмальна степiнь вершин гра-

фа.

3. [8] Якщо S множина чорних вершин, не-

обхiдних для форсування в нуль графа G,

тодi її доповнення S також буде достатньо

для форсування в нуль графа G.

4. [11] Якщо граф G має унiкальний набiр

вершин для форсування в нуль, тодi граф

G не має ребер; тобто G складається з iзо-

льованих вершин.

5. [8] Для двох графiв G i H таких, що H ⇢
G, точно визначити Z(G) з Z(H) як i Z(H)
з Z(G) неможливо. Однак справедливо та-

ке:

Теорема 1. Нехай G будь-який граф. Тодi
а) Для v 2 V (G), Z(G) � 1  Z(G �

{v})  Z(G) + 1.
б) Для e 2 E(G), Z(G)� 1  Z(G� e) 

 Z(G) + 1.

Граф-шестерня

Означення 2. Граф-шестерня (або Gear

Graph) � це граф, що мiстить цикл порядку 2n,

кожна друга вершина циклу якого з’єднана iз

ще однiєю вершиною в центрi (див. рис. 2).

Рис. 2. Граф-шестерня W2,8

Граф-шестерню позначають W2,n. Вiн має

2n+ 1 вершину i 3n ребер.

Теорема 2. Число форсування в нуль графа-
шестернi

Z(W2,n) = 3

Доведення. По-перше, зауважимо, що в [10] до-

водиться нерiвнiсть Z(G) � �(G), де �(G) � мi-

нiмальний степiнь вершин графа. А тому має

мiсце нерiвнiсть Z(W2,n) � 2.

Спочатку покажемо, що число форсування

в нуль для довiльного графа-шестернi не дорiв-

нює двом. Справдi, припустимо, що двi верши-

ни перетворюють весь граф на чорний. Це не

можуть несумiжнi вершини, оскiльки тодi у ко-

жної з цих вершин буде не єдиний бiлий сусiд.

Тому вершини мають бути сумiжними, причому

сумiжними вершинами в циклi, тобто вершини

степеня 2 i степеня 3 у циклi (див. рис. 3).

Рис. 3

Але тодi другий сусiд вершини степенi 2 не

перетвориться на чорну вершину, оскiльки з бу-

дови графа-шестернi сусiди вершини степеня 2

мають степiнь три, тобто у бiлого сусiда чорної

вершини степеня 2 буде два бiлих сусiди. Отже

вона i всi iншi вершини графа-шестернi залиша-

ться бiлими. Таким чином Z(W2,n) 6= 2.

Тепер покажемо, що трьох чорних вершин

достатньо для перефарбування графа в чорний

колiр. Справдi, зафарбуємо центральну верши-

ну i двi сумiжнi вершини циклу (див. рис. 4).

Тодi бiлими залишаються решта вершин циклу.

Для сусiдньої з чорною вершини вона � єдиний

бiлий сусiд. Отже, за правилом перефарбуван-

ня графа вона стає чорною. Так поступово всi

вершини графа можна перефарбувати в чорний

колiр. I теорему доведено.
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Рис. 4

Приклад 1. Процес форсування в нуль графа-

шестернi W2,8.

[htp]

Граф-призма

Означення 3. Prism Graph (або граф-призма)

� це граф, що визначає скелет призми з n гра-

нями. Його також iнодi називають круговою

драбиною (circular ladder).

[htp]

Рис. 5. Y8

Зазвичай позначають Yn або в загальному

випадку Ym,n.

Граф Yn iзоморфний декартовому добутку

графiв P2 ⇥Cn, а в загальному випадку Ym,n =
= Pm ⇥ Cn.

Теорема 3. Число форсування в нуль графа-
призми

Z(Yn) = 4,

при n � 3.

Доведення. По-перше, Z(G) � �(G), де �(G) �

мiнiмальний степiнь вершин графа [10], тобто

Z(W2,n) � 3.

Спочатку покажемо, що число форсуван-

ня в нуль довiльного графа-призми не дорiв-

нює трьом. Вiд супротивного, припустимо, що

три вершини перетворюють весь граф на чор-

ний. Оскiльки степiнь кожної вершини графа-

призми дорiвнює трьом, то чорними мають бу-

ти двi вершини-сусiди деякої бiлої вершини. Але

тодi iнший спiльний сусiд чорних вершин має

бути чорним. У останньої вершини два чорнi су-

сiди i один сусiд бiлий. Отже, можна перефар-

бувати цього бiлого сусiда. Але тодi приходимо

до ситуацiї, коли три чорнi вершини, сумiжнi з

однiєю чорною вершиною, мають по два бiлi су-

сiди, бо степiнь кожної вершини графа призми

дорiвнює три. Причому у графа-призми сусiди

однiєї вершини не поєднанi мiж собою ребрами,

тому перефарбування зупиниться (див. рис. 6).
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Рис. 6

Тепер покажемо, що для будь-якого графа-

призми Yn, (n > 3) виконується рiвнiсть

Z(Yn) = 4.
Нехай пофарбованими у чорний вершинами

будуть по двi сусiднi iз внутрiшнього та зовнi-

шнього циклiв (див. рис. 7). Такого розташува-

ння чорних вершин достатньо для перефарбо-

вування графа-призми незалежно вiд довжини

цих циклiв. Справдi, сусiдньою з чорною верши-

ною внутрiшнього циклу буде бiла вершина, яка

є єдиним сусiдом чорної вершини внутрiшнього

циклу. Отже, її можна перефарбувати в чорний

колiр. Аналогiчно для вершини, що є бiлим сусi-

дом чорної вершини зовнiшнього циклу. Рухаю-

чись таким чином, за скiнченну кiлькiсть кро-

кiв увесь граф-призма стане чорного кольору,

оскiльки на кожному кроцi ми матимемо одна-

кову ситуацiю, за якої у чорних вершин кожного

з циклiв є лише по одному бiлому сусiду (див.

рис. 7).

Рис. 7

Отже, Z(Yn) = 4 i теорему доведено.

Приклад 2. Процес форсування в нуль призми

Y8
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V. Petruk

ZERO FORCING NUMBER OF SOME FAMILIES OF
GRAPHS

The work is devoted to the study of the zero forcing number of some families of graphs. The concept
of zero forcing is a relatively new research topic in discrete mathematics, which already has some
practical applications, in particular, is used in studies of the minimum rank of the matrices of adjacent
graphs. The zero forcing process is an example of the spreading process on graphs. Such processes are
interesting not only in terms of mathematical and computer research, but also interesting and are used
to model technical or social processes in other areas: statistical mechanics, physics, analysis of social
networks, and so on. Let the vertices of the graph G be considered white, except for a certain set of S
black vertices. We will repaint the vertices of the graph from white to black, using a certain rule.

Colour change rule: A white vertex turns black if it is the only white vertex adjacent to the black
vertex.

[5] The zero forcing number Z(G) of the graph G is the minimum cardinality of the set of black
vertices S required to convert all vertices of the graph G to black in a finite number of steps using the
”colour change rule”.

It is known cite 10 that for any graph G, its zero forcing number cannot be less than the minimum
degree of its vertices. Such and other already known facts became the basis for finding the zero forcing
number for two given below families of graphs:

A gear graph, denoted W2,n is a graph obtained by inserting an extra vertex between each pair of
adjacent vertices on the perimeter of a wheel graph Wn. Thus, W2,n has 2n+ 1 vertices and 3n edges.

A prism graph, denoted Yn, or in general case Ym,n, and sometimes also called a circular ladder
graph, is a graph corresponding to the skeleton of an n-prism.

A wheel graph, denoted Wn is a graph formed by connecting a single universal vertex to all vertices
of a cycle of length n.

In this article some known results are reviewed, there is also a definition, proof and some examples
of the zero forcing number and the zero forcing process of gear graphs and prism graphs.

Keywords: zero forcing number, gear graph, prism graph.
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