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ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÇËI×ÅÍÍÈÕ ÃÐÀÔIÂ ÊÎÊÑÒÅÐÀ

ÂIÄÍÎÑÍÎ IÍÄÅÊÑÓ Ó ÏÐÎÌIÆÊÓ
(√√

5 + 2; 3√
2

]
Äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó çëi÷åííèõ ãðàôiâ Êîêñòåðà çi çíà÷åííÿì iíäåêñó â ïðîìiæêó âiä

√√
5 + 2

äî 3√
2
. Çîêðåìà, òàêi ãðàôè ¹ äåðåâàìè, ìîæóòü ìàòè ùîíàéáiëüøå îäíó ïîçíà÷êó íà ðåáðàõ,

áiëüøó çà 3, i òàêi ïîçíà÷êè íå ïåðåâèùóþòü 6, ìîæóòü ìàòè ëèøå âåðøèíè ñòåïåíÿ ñòðîãî
ìåíøîãî çà 5, i ñåðåä ðåáåð, iíöèäåíòíèõ âåðøèíi ñòåïåíÿ 4, ìîæå áóòè ëèøå îäíå, ùî iíöèäåí-
òíå íå âèñÿ÷ié âåðøèíi. Òàêîæ íàâåäåíî ðÿä iíøèõ âëàñòèâîñòåé çëi÷åííèõ ãðàôiâ Êîêñòåðà ç
iíäåêñàìè ó âêàçàíîìó ïðîìiæêó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íåñêií÷åííèé ãðàô, ãðàô Êîêñòåðà, iíäåêñ ãðàôà.

Âñòóï

Iñíó¹ äåêiëüêà ïiäõîäiâ äëÿ ðîçøèðåííÿ äî-
áðå ðîçâèíåíî¨ ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ ãðàôiâ çi
ñêií÷åííîãî âèïàäêó íà çëi÷åííèé, ó ðîáîòi
ïðèéíÿòî ïiäõiä B. Mohar (äèâ. [1]). Iíäåêñè ãðà-
ôiâ ìàþòü øèðîêå êîëî çàñòîñóâàíü, çîêðåìà,
ó òåîði¨ ïðåäñòàâëåíü, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ óìî-
âè iñíóâàííÿ íàáîðiâ ïiäïðîñòîðiâ ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó, çâ'ÿçàíèõ ïåâíèìè óìîâàìè (äèâ. [2]).
Îáìåæåííÿ íà iíäåêñ ãðàôà âïëèâàþòü íà ñàìó
ñòðóêòóðó ãðàôà, â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìîæíà
íàâiòü íàâåñòè ïîâíèé ïåðåëiê ìîæëèâèõ ãðà-
ôiâ ç òàêèìè îáìåæåííÿìè (äèâ. [3�5]). Ó ðîáî-
òi Ë. Ì. Òèìîøêåâè÷ [5] çíàéäåíi âñi çëi÷åííi
çâ'ÿçíi ãðàôè Êîêñòåðà, iíäåêñè ÿêèõ íå ïåðå-

âèùóþòü
√√

5 + 2. Ó ñòàòòi àâòîðiâ Renee Woo,
Arnold Neumaier [6] âèâ÷àëèñÿ ñêií÷åííi ãðàôè

ç iíäåêñàìè ó ïðîìiæêó
(√√

5 + 2; 3√
2

]
. Ïðèðî-

äíèì ÷èíîì âèíèêà¹ çàäà÷à êëàñèôiêàöi¨ ðiçíèõ
òèïiâ çëi÷åííèõ ãðàôiâ Êîêñòåðà çi çíà÷åííÿìè

iíäåêñó ó ïðîìiæêó
(√√

5 + 2; 3√
2

]
.

Îñíîâíi îçíà÷åííÿ òà òâåðäæåííÿ

Ïiä òåðìiíîì ãðàô ðîçóìi¹ìî âïîðÿäêîâàíó
ïàðó G = (V,E), â ÿêié V � äåÿêà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà (ìíîæèíà âåðøèí), E � ìíîæèíà, ÿêà
ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâïîðÿäêîâàíèõ ïàð ðiçíèõ åëå-
ìåíòiâ V (ìíîæèíà ðåáåð).

Ãðàô Êîêñòåðà G � öå ïàðà (G, f), äå G �
ãðàô, f � âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè ðåáåð ãðàôà
G ó ìíîæèíó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, áiëüøèõ çà 2, òà ñèìâîëó∞. Áóäåìî êàçàòè,
ùî G � ãðàô, ïiäïîðÿäêîâàíèé ãðàôó Êîêñòåðà
G = (G, f).

Äëÿ ïðîñòîòè ñïðèéìàííÿ ãðàô Êîêñòåðà
ïðåäñòàâëÿþòü ñõåìîþ, ùî çîáðàæó¹ ïiäïîðÿä-

êîâàíèé ãðàô, ïðèïèñóþ÷è íàä êîæíèì ðåáðîì
e ÷èñëî f(e), ÿêå íàçèâàòèìåìî ¾ïîçíà÷êîþ¿ íà
ðåáði. Ïðèéíÿòî îïóñêàòè ïðèïèñóâàííÿ íà ðå-
áðàõ ÷èñëà 3. Òàêi ðåáðà íàçèâàòèìåìî íåïîçíà-
÷åíèìè, à ðåáðà ç ïîçíà÷êîþ, ùî áiëüøà àáî äî-
ðiâíþ¹ 4, � ïîçíà÷åíèìè.

Çëi÷åííèé ãðàô Êîêñòåðà � ãðàô Êîêñòåðà
çi çëi÷åííîþ ìíîæèíîþ âåðøèí. Äëÿ çðó÷íîñòi
áóäåìî ïîçíà÷àòè ìíîæèíó âñiõ ñêií÷åííèõ ïiä-
ãðàôiâ ãðàôà G ÷åðåç Fin(G).

Íàãàäà¹ìî, ùî ñïåêòð êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi
ïîðÿäêó n � öå ìíîæèíà ¨¨ âëàñíèõ çíà÷åíü.
Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi A(G) ñêií÷åííî-
ãî ãðàôà G ñèìåòðè÷íà, òî ¨¨ ñïåêòð äiéñíèé.
Ïîçíà÷èìî òî÷êè ñïåêòðà (âëàñíi çíà÷åííÿ ìà-
òðèöi) ÷åðåç λi (i = 1, . . . , n) òà ðîçòàøó¹ìî ¨õ ó
íåçðîñòàþ÷îìó ïîðÿäêó λG = λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾
⩾ λn. Iíäåêñîì ãðàôà íàçèâàþòü íàéáiëüøå âëà-
ñíå çíà÷åííÿ λG. Ñïåêòð ìàòðèöi ñóìiæíîñòi
áóäåìî íàçèâàòè ñïåêòðîì ãðàôà G i ïîçíà÷àòè
σ(G). Ñïåêòð ãðàôà íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó íó-
ìåðàöi¨ éîãî âåðøèí òà ¹ iíâàðiàíòîì ãðàôà. Ïî-
çíà÷èìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöi
ñóìiæíîñòi ÷åðåç PG(λ) = |λI −A(G)|.
Îçíà÷åííÿ 1. Iíäåêñîì çëi÷åííîãî ãðàôà íàçè-
âà¹ìî äîäàòíå ÷èñëî àáî ñèìâîë ∞, âèçíà÷åíi
ðiâíiñòþ

indG = sup
Ã∈Fin(G)

indÃ

Òâåðäæåííÿ 1 ([4; 5]). G � çëi÷åííèé
çâ'ÿçíèé ãðàô. Ïðè âèäàëåííi âåðøèíè àáî ðå-
áðà, çìåíøåííi ìiòêè íà ðåáði ãðàôà G éîãî ií-
äåêñ íå çáiëüøó¹òüñÿ.
Òâåðäæåííÿ 2 ([4; 5]). G � çëi÷åííèé
çâ'ÿçíèé ãðàô. Ïðè ïiäðîçáèòòi âíóòðiøíüîãî
ðåáðà ãðàôà G, iíäåêñ íå çáiëüøó¹òüñÿ.
Íàñëiäîê 3 ([4; 5]). Íåõàé G1, G2 � çëi÷åííi
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ãðàôè. G1 ⊂ G2. Òîäi

indG1 ⩽ indG2.

Êëàñèôiêàöiÿ çëi÷åííèõ ãðàôiâ Êîêñòåðà

âiäíîñíî iíäåêñó â ïðîìiæêó(√√
5 + 2; 3√

2

]
Òåîðåìà 4. Íåõàé G � çëi÷åííèé çâ'ÿçíèé
ãðàô Êîêñòåðà ç ïiäïîðÿäêîâàíèì ãðàôîì A∞,
òî

1. ßêùî ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, òî G �

ãðàô âèäó:

2. ßêùî ind G = 3√
2
, òî G � ãðàô:

Äîâåäåííÿ. Êîëè íà ëàíöþçi íåìà¹ ïîçíà÷îê, òî
ind G = 2 [4; 5; 7].

ßêùî ìà¹ìî íà ëàíöþãó ç êðàþ ïîçíà÷êó 4,
òî ind G = 2 [4; 5; 7].

ßêùî ìà¹ìî íà ëàíöþãó ç êðàþ ïîçíà÷êó 5,

òî ind G =
√√

5 + 2 [4; 5; 7].

ßêùî ìà¹ìî íà ëàíöþãó ç êðàþ ïîçíà÷êó 6,
òî ind G = 3√

2
[5; 7].

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà ðå-
áði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó çà çáiëü-
øåííÿ ìiòêè íà ëàíöþãó (7 òà áiëüøå) ind G >
> 3√

2

ßêùî ìà¹ìî ïîçíà÷êó 4, ïîñóíóòó íà 1 ðå-

áðî, òî ind G =
√√

5 + 2 [4; 5; 7].

ßêùî ìà¹ìî ïîçíà÷êó 4, ïîñóíóòó íà 2 ðå-

áðà, òî ind G >
√√

5 + 2 [5; 7].

ßêùî ìà¹ìî ïîçíà÷êó 4, ïîñóíóòó íà k ðå-
áåð, òî ind G < 3√

2
[7]. Çà òâåðäæåííÿì 1 çà

âèäàëåííÿ âåðøèíè iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹-
òüñÿ, òîìó çà çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ðåáåð, íà ÿêi
ïîñóíóòà ïîçíà÷êà 4, iíäåêñ ãðàôà íå çìåíøó¹-

òüñÿ, òîìó ïðè k ⩾ 2 ind G >
√√

5 + 2. Îòæå,

ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
.

ßêùî ìà¹ìî ïîçíà÷êó 5, ïîñóíóòó íà 1 ðå-
áðî, òî ind G > 3√

2
[5; 7]. Çà òâåðäæåííÿì 1 çà

âèäàëåííÿ âåðøèíè iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹-
òüñÿ, òîìó çà çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ðåáåð, íà ÿêi
ïîñóíóòà ïîçíà÷êà 5, iíäåêñ ãðàôà íå çìåíøó¹-
òüñÿ. Îòæå, ïðè çñóâó ïîçíà÷êè 5 íà k ðåáåð,
ind G > 3√

2
. Iíäåêñè ëàíöþãiâ iç ïîçíà÷êîþ 5

íå íàëåæàòü äî íåîáõiäíîãî ïðîìiæêó.

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà
ðåáði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó çà
çáiëüøåííÿ ìiòêè iíäåêñ ãðàôà íå çìåíøó¹òüñÿ.
Îñêiëüêè ïðè çñóâi 5 âiä êðàþ ind G > 3√

2
, òîìó

äëÿ ïîçíà÷îê, áiëüøèõ çà 5, òàêîæ áóäå âèêîíó-
âàòèñü öÿ íåðiâíiñòü.

ßêùî ìà¹ìî äâi ïîçíà÷êè 4 ïîðó÷ ç êðàþ, òî
ind G > 3√

2
[7].

ßêùî ìà¹ìî äâi ïîçíà÷êè 4 íà âiäñòàíi k,
îäíà ç ÿêèõ ðîçòàøîâàíà ç êðàþ, òî ind G >
> 3√

2
[5; 7]. Îòæå, íà ëàíöþãó íå ìîæå áóòè 2

ïîçíà÷êè 4, îäíà ç ÿêèõ � ç êðàþ. ßêùî ïîñó-
íóòè öi ïîçíà÷êè íà ïåâíó êiëüêiñòü ðåáåð, òî
âií áóäå ìiñòèòè öåé ãðàô, òîìó ç íàñëiäêó 3
ind G > 3√

2
.

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà
ðåáði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó çà
çáiëüøåííÿ ìiòêè, iíäåêñ ãðàôà íå çìåíøó¹òüñÿ.
Îñêiëüêè çà íàÿâíîñòi äâîõ ïîçíà÷îê 4 ind G >
> 3√

2
, òîìó çà çáiëüøåííÿ áóäü-ÿêî¨ ïîçíà÷êè 4

àáî ïîÿâi íîâèõ ïîçíà÷îê, ind G > 3√
2
.

Îòæå, çàäàíèì óìîâàì çàäîâîëüíÿþòü ëè-
øå ãðàôè ç îäíi¹þ ïîçíà÷êîþ 4, ïîñóíóòîþ
íà k ⩾ 2, iíäåêñè ÿêèõ ëåæàòü ó ïðîìiæêó(√√

5 + 2; 3√
2

)
òà ëàíöþã ç ìiòêîþ 6 ç êðàþ,

iíäåêñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ 3√
2
.
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Òåîðåìà 5. Íåõàé G � çëi÷åííèé çâ'ÿçíèé
ãðàô Êîêñòåðà ç ïiäïîðÿäêîâàíèì ãðàôîì
AZ òà éîãî iíäåêñ íàëåæèòü ïðîìiæêó(√√

5 + 2; 3√
2

]
, òîäi ind G = 3√

2
òà G � öå

ãðàô:

Äîâåäåííÿ. ßêùî íà íåñêií÷åííîìó â îáèäâà
áîêè ëàíöþçi íåìà¹ ïîçíà÷îê, òî ind G = 2
[4; 5; 7].

ßêùî íà íåñêií÷åííîìó â îáèäâà áîêè ëàí-
öþçi ìà¹ìî ïîçíà÷êó 4, òî ind G = 3√

2
[7].

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà ðå-
áði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó çà çáiëü-
øåííÿ ìiòêè íà íåñêií÷åííîìó â îáèäâi áîêè
ëàíöþãó (5 òà áiëüøå) ind G > 3√

2
.

ßêùî íåñêií÷åííèé â îáèäâà áîêè ëàíöþã ìi-
ñòèòü äâi àáî áiëüøå ïîçíà÷îê, òî âií áóäå ìiñòè-
òè íåñêií÷åííèé ëàíöþã â îäíó ñòîðîíó ç öèìè
ïîçíà÷êàìè, òîìó ç íàñëiäêó 3 ind G > 3√

2
.

Îòæå, çàäàíèì óìîâàì çàäîâiëüíÿ¹ ëèøå íå-
ñêií÷åííèé â îáèäâà áîêè ëàíöþã, ïîçíà÷êîþ 4,
iíäåêñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ 3√

2
.

Òåîðåìà 6. Íåõàé G � çëi÷åííèé çâ'ÿçíèé
ãðàô Êîêñòåðà ç ïiäïîðÿäêîâàíèìè íåçâàæåíè-
ìè T -ãðàôàìè, òî

1. ßêùî ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, òî G �

ãðàô âèäó:

2. ßêùî ind G = 3√
2
, òî G � ãðàô âèäó:

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,1,∞, òî
ind G = 2 [4; 5; 7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,k,∞, òî ind G <

<
√√

5 + 2 [4; 5; 7]. Îòæå, iíäåêñ ãðàôà ç âè-
ñÿ÷îþ âåðøèíîþ, iíöèäåíòíîþ âåðøèíi ñòåïåíÿ

3, áóäå ìåíøèì
√√

5 + 2.

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T2,2,∞, òî ind G =

=
√√

5 + 2 [4; 5; 7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T2,3,∞, òî ind G >

>
√√

5 + 2 [5; 7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T∞,∞,∞, òî ind G = 3√
2

[7].

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà âèäàëåííÿ âåðøèíè ií-
äåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó âñi ãðàôè
Tk,l,∞ çà k ⩾ 2, l ⩾ 2 òà k + l > 4 ìàþòü iíäåêñ,

ÿêèé íàëåæèòü ïðîìiæêó
(√√

5 + 2; 3√
2

)
.

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,1,1,∞, òî ind G = 3√
2

[5; 7].



22 ISSN 2617-7080. Ìîãèëÿíñüêèé ìàòåìàòè÷íèé æóðíàë. 2022. Òîì 5

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,1,2,∞, òî ind G > 3√
2
[7].

ßêùî çáiëüøèòè äîâæèíó áóäü-ÿêîãî ïiäëàíöþ-
ãà, òî ãðàô áóäå ìiñòèòè T1,1,2,∞, òîìó ç íàñëiä-
êó 3 ind G > 3√

2
.

ßêùî çáiëüøèòè êiëüêiñòü ëàíöþãiâ, òîáòî
çáiëüøèòè ñòåïiíü âåðøèíè, ãðàô áóäå ìiñòèòè
çið÷àñòèé ãðàô K1,4 ç íåñêií÷åííèì ëàíöþãîì,
iíäåêñ ÿêîãî áiëüøèé çà 3√

2
[7], òîìó ç íàñëiäêó

3 ind G > 3√
2
.

Îòæå, çàäàíèì óìîâàì çàäîâîëüíÿþòü ëèøå
ãðàôè Tk,l,∞ çà k ⩾ 2, l ⩾ 2 òà k + l ⩾ 4, ií-

äåêñè ÿêèõ ëåæàòü ó ïðîìiæêó
(√√

5 + 2; 3√
2

)
òà T∞,∞,∞ i T1,1,1,∞, iíäåêñè ÿêèõ äîðiâíþþòü
3√
2
.

Òåîðåìà 7. Íåõàé G � çëi÷åííèé çâ'ÿçíèé
ãðàô Êîêñòåðà ç ïiäïîðÿäêîâàíèìè ãðàôàìè
T1,k,∞ ç ïîçíà÷êîþ ç êðàþ, òîäi

1. ßêùî ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, òî G �

ãðàô âèäó:

2. ßêùî ind G = 3√
2
, òî G � ãðàô:

Äîâåäåííÿ. ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,1,∞ ç ïîçíà-
÷êîþ 4, òî ind G = 3√

2
[7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,2,∞ ç ïîçíà÷êîþ 4, òî

ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
[7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,k+1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 4, òî

ind G >
√√

5 + 2 [4; 5; 7].

Çà òâåðäæåííÿì 2 ïðè ïiäðîçáèòòi âíóòði-
øíüîãî ðåáðà iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òî-
ìó âñi ãðàôè T1,k+1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 4 çà k ⩾
⩾ 1 ìàþòü iíäåêñ, ÿêèé íàëåæèòü ïðîìiæêó(√√

5 + 2; 3√
2

)
.

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 5, òî
ind G > 3√

2
[7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,2,∞ ç ïîçíà÷êîþ 5, òî
ind G > 3√

2
[7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,3,∞ ç ïîçíà÷êîþ 5, òî

ind G ∈
(√√

5 + 2; 3√
2

)
[7].

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,k+1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 5, òî

ind G >
√√

5 + 2 [7].

Çà òâåðäæåííÿì 2 ïðè ïiäðîçáèòòi âíóòði-
øíüîãî ðåáðà iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òî-
ìó âñi ãðàôè T1,k+1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 5 çà k ⩾
⩾ 2 ìàþòü iíäåêñ, ÿêèé íàëåæèòü ïðîìiæêó(√√

5 + 2; 3√
2

)
.

ßêùî ìà¹ìî ãðàô T1,k+1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 6, òî
ind G > 3√

2
[5; 7].



Òèìîøêåâè÷ Ë. Ì., Êîãóò Ì. Â. Êëàñèôiêàöiÿ çëi÷åííèõ ãðàôiâ Êîêñòåðà âiäíîñíî iíäåêñó . . . 23

Çà òâåðäæåííÿì 2 ïðè ïiäðîçáèòòi âíóòði-
øíüîãî ðåáðà iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òî-
ìó âñi ãðàôè T1,k+1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 6 ìàþòü ií-
äåêñ, ÿêèé áiëüøå íiæ 3√

2
.

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà
ðåáði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó çà
çáiëüøåííÿ ìiòêè iíäåêñ ãðàôà íå çìåíøó¹òüñÿ.
Îñêiëüêè çà íàÿâíîñòi â ãðàôi T1,k+1,∞ ìiòêè 6
ind G > 3√

2
, òîìó çà çáiëüøåííÿ ïîçíà÷êè (7 i

áiëüøå) ind G > 3√
2
.

Îòæå, çàäàíèì óìîâàì çàäîâîëüíÿþòü ëèøå
ãðàôè T1,k,∞ ç ïîçíà÷êîþ 4 çà k ⩾ 1 i T1,k,∞ ïî-
çíà÷êîþ 5 çà k ⩾ 2, iíäåêñè ÿêèõ ëåæàòü ó ïðî-

ìiæêó
(√√

5 + 2; 3√
2

)
, òà T1,1,∞ ç ïîçíà÷êîþ 4,

iíäåêñ ÿêîãî äîðiâíþ¹ 3√
2
.

Òàêîæ íàâåäåìî òâåðäæåííÿ ç âëàñòèâîñòÿ-
ìè çëi÷åííîãî ãðàôà Êîêñòåðà, ó ÿêèõ iíäåêñ

íàëåæèòü ïðîìiæêó
(√√

5 + 2; 3√
2

]
.

Òâåðäæåííÿ 8. Íåõàé G � çëi÷åííèé
çâ'ÿçíèé ãðàô Êîêñòåðà òà ind G ∈
∈

(√√
5 + 2; 3√

2

]
, òîäi G ìà¹ òàêi âëàñòè-

âîñòi:

1. Ìîæå ìàòè ïîçíà÷êè ëèøå ñòðîãî ìåíøi
çà 7;

2. Ìîæå ìàòè ïîçíà÷êè 5 àáî 6 ëèøå íà ðå-
áðàõ, iíöèäåíòíèõ âèñÿ÷ié âåðøèíi;

3. Ìîæå ìàòè ùîíàéáiëüøå îäíó ïîçíà÷êó
(áiëüøó çà 3);

4. Ìîæå ìàòè ëèøå âåðøèíè ñòåïåíÿ
ñòðîãî ìåíøîãî çà 5;

5. Ñåðåä ðåáåð, iíöèäåíòíèõ âåðøèíi ñòåïå-
íÿ 4, ìîæå áóòè ëèøå îäíå, ùî iíöèäåí-
òå íå âèñÿ÷ié âåðøèíi;

6. Íà ðåáði, ÿêå iíöèäåíòíå âåðøèíi ñòåïå-
íÿ 3, ìîæå áóòè ëèøå ïîçíà÷êà 4;

7. ßêùî ãðàô ìà¹ âåðøèíó ñòåïåíÿ 3, òî
ìîæå ìàòè ïîçíà÷êè ëèøå ñòðîãî ìåí-
øi çà 6;

8. Íå ìiñòèòü æîäíîãî öèêëà.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ  ðóíòó¹òüñÿ íà îñíîâi
íàñëiäêó 3. ßêùî ãðàô ìiñòèñòü ó ñîái ïiäãðàô,
iíäåêñ ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
, òî iíäåêñ öüîãî ãðàôà

òàêîæ áiëüøå çà 3√
2
.

1. Íåõàé ãðàô ìà¹ ïîçíà÷êó 7 àáî áiëüøå íà
ðåáði. Êîëè ìà¹ìî íà ëàíöþãó ïîçíà÷êó 6,
òî ind G = 3√

2
[5; 7].

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà
ðåáði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó

çà çáiëüøåííÿ ìiòêè (7 òà áiëüøå) ind G >
> 3√

2
.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
. Îòæå, ãðàô ìîæå ìà-

òè ïîçíà÷êè ëèøå ñòðîãî ìåíøi çà 7.

2. Íåõàé ãðàô ìà¹ ïîçíà÷êó 5 àáî 6 íà ðåáði,
íå iíöèäåíòíîìó âèñÿ÷ié âåðøèíi.
Äëÿ ïîçíà÷êè 5 ðàõóâàëè [5; 7].

Äëÿ ïîçíà÷êè 6 çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåí-
øåííÿ ìiòêè íà ðåáði, iíäåêñ ãðàôà íå
çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó çà çáiëüøåííÿ ìiòêè
ind G > 3√

2
.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
. Îòæå, ãðàô ìîæå ìà-

òè ïîçíà÷êè 5 àáî 6 ëèøå íà ðåáðàõ, iíöè-
äåíòíèõ âèñÿ÷ié âåðøèíi.

3. Íåõàé ãðàô ìà¹ äâi ïîçíà÷êè 4.

Iíäåêñ òàêîãî ãðàôà áiëüøèé çà 3√
2
[5; 7].

Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà
ðåáði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó
çà çáiëüøåííÿ ìiòêè ind G > 3√

2
.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
. Îòæå, ãðàô ìîæå ìà-

òè ùîíàéáiëüøå îäíó ïîçíà÷êó (áiëüøå çà
3).

4. Íåõàé ãðàô ìà¹ âåðøèíó ñòåïåíÿ 5.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
[5; 7]. Îòæå, ãðàô ìîæå

ìàòè âåðøèíè ëèøå ñòåïåíÿ, ñòðîãî ìåí-
øîãî çà 5.

5. Íåõàé ãðàô, ó ÿêîìó ðåáðà, iíöèäåíòíi
âåðøèíi ñòåïåíÿ 4, ¹ iíöèäåíòíèìè âèñÿ-
÷èì âåðøèíàì, îêðiì îäíîãî.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
[7]. Îòæå, ó ãðàôi ñå-

ðåä ðåáåð, iíöèäåíòíèõ âåðøèíi ñòåïåíÿ 4,
ìîæå áóòè ëèøå îäíå, ùî iíöèäåíòíå íå
âèñÿ÷ié âåðøèíi.

6. Íåõàé ãðàô ìà¹ ïîçíà÷êó, âiäìiííó âiä 4
íà ðåáði, iíöèäåíòíîìó âåðøèíi ñòåïåíÿ 3.
Çà ïîçíà÷êè 4 iíäåêñ ãðàôà � 3√

2
([7]).
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Çà òâåðäæåííÿì 1 çà çìåíøåííÿ ìiòêè íà
ðåáði iíäåêñ ãðàôà íå çáiëüøó¹òüñÿ, òîìó
çà çáiëüøåííÿ ìiòêè ind G > 3√

2
.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
. Îòæå, ó ãðàôi íà ðå-

áði, ÿêå iíöèäåíòíå âåðøèíi ñòåïåíÿ 3, ìî-
æå áóòè ùîíàéáiëüøå ïîçíà÷êà 4.

7. Íåõàé ãðàô ìà¹ ïîçíà÷êó 6 i ìà¹ âåðøèíó
ñòåïåíÿ 3.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
[5; 7]. Îòæå, ÿêùî ãðàô

ìà¹ âåðøèíó ñòåïåíÿ 3, òî ìîæå ìàòè ïî-
çíà÷êè ëèøå ñòðîãî ìåíøi çà 6.

8. Íåõàé ãðàô ìà¹ öèêë áóäü-ÿêî¨ äîâæèíè.

Òîäi ãðàô Êîêñòåðà ìiñòèòü ãðàô, iíäåêñ
ÿêîãî áiëüøå çà 3√

2
[5; 7]. Îòæå, ãðàô íå

ìîæå ìiñòèòè æîäíèõ öèêëiâ.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ¹ ïðîäîâæåííÿì äîñëi-
äæåíü ó ðîáîòàõ [4; 5].
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L. Tymoshkevych, M. Kohut

CLASSIFICATION OF INFINITE COXETER GRAPHS
RELATIVE TO THE VALUE OF THE INDEX IN THE

INTERVAL
(√√

5 + 2; 3√
2

]
The structure of infinite Coxeter graphs whose largest eigenvalue belongs to the interval from

√√
5 + 2

to 3 3√
2
is investigated. In particular, such a graph is a tree, can have at most one label greater than 3
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on its edges and such label does not exceed 6, can have only vertices with degree strictly less than 5, and
among edges which are incident with vertex with degree 4 can be only one that is not incident with leaf.
A number of other properties are also given for infinite Coxeter graphs with largest eigenvalue in the
specified interval.

Keywords: infinite graph, Coxeter graph, largest eigenvalue.
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