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ПОХIДНI ФУНКЦIЇ ВIРОГIДНОСТI ДЛЯ ЛIНIЙНОЇ
ЗМIШАНОЇ МОДЕЛI З ПРИПУЩЕННЯМ ПРО

СКЛАДНУ СИМЕТРIЮ

У роботi дослiджено властивостi лiнiйних змiшаних моделей iз простими випадковими ефе-

ктами виду

𝑦𝑖 = 𝑋𝑖𝛽 + 𝑍𝑖𝛾𝑖 + 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀, 𝛾𝑖 ∼ 𝑁(0,Ψ), 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐼),

де 𝛽 – 𝑝-вимiрний вектор фiксованих ефектiв, 𝛾𝑖 – 𝑞-вимiрний вектор випадкових ефектiв, 𝑋𝑖

та 𝑍𝑖 – вiдомi матрицi регресорiв розмiрностей 𝑛𝑖 × 𝑝 i 𝑛𝑖 × 𝑞, а 𝜀𝑖 – вектори внутрiшньогрупо-

вих похибок зi сферичним гауссiвським розподiлом. Припускаючи складну симетрiю кореляцiйної

структури залежностi мiж внутрiшньогруповими похибками, отримано аналiтичнi формули

для перших двох часткових похiдних за кореляцiйними параметрами моделi.

Ключовi слова: змiшана лiнiйна модель, обмежена оцiнка максимальної вiрогiдностi, похiдна,
випадковi ефекти, складна симетрiя.

Вступ

Припустимо, що спостерiгаються данi
з 𝑛 точок 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛, якi ми хочемо по-
яснити за допомогою 𝑛 значень для ко-
жної з 𝑝 пояснювальних змiнних 𝑥11, . . . , 𝑥𝑛1,
𝑥21, . . . 𝑥2𝑛, . . . , 𝑥𝑝1, . . . , 𝑥𝑝𝑛. Значення 𝑥𝑖𝑗 мо-
жуть бути як неперервними регресiйними змiн-
ними типу регресiї, так i фiктивними змiнними,
що вказують на належнiсть до класу i набува-
ють значення 0 чи 1. Стандартна лiнiйна модель
для такої задачi має вигляд (див. наприклад,
[1])

𝑦𝑖 =

𝑝∑︁
𝑗=1

𝑥𝑖𝑗𝛽𝑗 + 𝜀𝑛, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (1)

де 𝛽𝑗 – це невiдомi коефiцiєнти фiксованих ефе-
ктiв, а 𝜀1, . . . , 𝜀𝑛 – невiдомi незалежнi мiж собою
випадковi похибки з математичним сподiванням
0 i однаковою дисперсiєю 𝜎2. Втiм, зручнiше за-
писувати модель (1) у матричнiй формi

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝜀, (2)

де 𝑦 – це вектор спостережених 𝑦𝑖, 𝑋 – вiдо-
ма матриця з 𝑥𝑖𝑗 , 𝛽 – невiдомий вектор параме-
трiв, 𝜀 – випадковий вектор незалежних однако-
во розподiлених гауссiвських похибок. На жаль,
у багатьох реальних ситуацiях таке припущення
щодо 𝜀 не вiдповiдає дiйсностi, де стають у наго-
дi змiшанi моделi, що дозволяють гнучке зада-
ння коварiацiйної матрицi випадкового вектора
𝜖, тобто такi моделi можуть мати i корельованi
похибки з неоднорiдними дисперсiями.

Лiнiйнi змiшанi моделi можна записати у ви-
глядi

𝑦 = 𝑋𝛽 + 𝑍𝛾 + 𝜀, (3)

де додатково до моделi (2) з’являється вектор
невiдомих параметрiв 𝛾 для випадкових ефе-
ктiв, 𝑍 – вiдома матриця розмiрностi 𝑛×𝑞. Буде-
мо також припускати, що E(𝛾) = 0,E(𝜀) = 0 та
Cov(𝛾, 𝜀) = 0. Нехай 𝐺 = Var(𝛾), 𝑅 = Var(𝜀), то-
дi коварiацiйна матриця вектора спостережень
𝑦 дорiвнює

𝑉 = 𝑍𝐺𝑍 ′ + 𝑅. (4)

Отже, можна моделювати коварiацiйну стру-
ктуру 𝑦, задаючи модельну матрицю випадко-
вих ефектiв 𝑍 i вказуючи коварiацiйнi структу-
ри для 𝐺 i 𝑅. Таку модель називають змiшаною,
бо вона пояснює вплив одночасно як фiксова-
них, так i випадкових ефектiв.

У разi простих однорiвневих випадкових
ефектiв задання моделi спрощується: 𝑍 склада-
ється з фiктивних бiнарних змiнних, 𝐺 мiстить
дисперсiйнi компоненти на головнiй дiагоналi, а
𝑅 = 𝜎2𝐼𝑛, 𝐼𝑛 – одинична матриця.

Оцiнювання параметрiв змiшаної моделi

Оцiнювання параметрiв змiшаної моделi
складнiше, нiж загальної лiнiйної моделi, бо на
додаток до невiдомого вектора параметрiв 𝛽 фi-
ксованих ефектiв iз лiнiйної моделi ще треба оцi-
нити параметри 𝛾,𝐺 та 𝑅. Метод найменших
квадратiв уже не пiдходить. Якби коварiацiйна
матриця 𝑉 була вiдомою, можна було б застосу-
вати узагальнений метод найменших квадратiв
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(GLS), який мiнiмiзує значення функцiоналу

(𝑦 −𝑋𝛽)′𝑉 −1(𝑦 −𝑋𝛽).

Одначе, 𝑉 ми не знаємо, як, вiдповiдно, i матри-
цi 𝐺 i 𝑅. Будемо вважати, що випадковi ефе-
кти мають нормальний розподiл 𝛾 ∼ 𝑁(0, 𝐺),
𝜀 ∼ 𝑁(0, 𝑅), Cov(𝛾, 𝜀) = 0. Метод максимальної
вiрогiдностi використовує припущення про нор-
мальнiсть розподiлiв 𝛾 i 𝜀. Функцiя вiрогiдностi
𝐿 для моделi (3) – це щiльнiсть 𝑓 для даних за
умови фiксованих параметрiв, але яка розгля-
дається навпаки як функцiя вiд параметрiв за
умови фiксованих даних, тобто

𝐿(𝛽, 𝜃, 𝜎2|𝑦) = 𝑓(𝑦|𝛽, 𝜃, 𝜎2),

де 𝜃 – вектор параметрiв, що вiдповiдає невiдо-
мим компонентам матрицi 𝐺. Вiдповiдна лога-
рифмiчна функцiя вiрогiдностi має вигляд

𝑙(𝛽, 𝜃, 𝜎2|𝑦) = −1

2
log |𝑉 |− 1

2
𝑃 ′𝑉 −1𝑃 − 𝑛

2
log(2𝜋),

(5)
де 𝑃 = 𝑦 −𝑋(𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′𝑉 −1𝑦.

Оцiнки максимальної вiрогiдностi дисперсiй-
них компонент мають тенденцiю недооцiнювати
цi параметри. Натомiсть рекомендують викори-
стовувати метод обмеженої максимальної вiро-
гiдностi (REML):

𝐿𝑅𝐸𝑀𝐿(𝜃, 𝜎2|𝑦) =

∫︁
𝐿(𝛽, 𝜃, 𝜎2|𝑦)d𝛽,

що в рамках баєсiвської iнтерпретацiї вiдповiдає
припущенню про локально рiвномiрний апрiор-
ний розподiл для фiксованих ефектiв 𝛽, а за до-
помогою iнтегрування можна вiд них позбави-
тися. Вiдповiдна логарифмiчна функцiя обме-
женої вiрогiдностi має вигляд

𝑙𝑅𝐸𝑀𝐿(𝜃, 𝜎2|𝑦) = −1

2
log |𝑉 | − 1

2
𝑃 ′𝑉 −1𝑃− (6)

−1

2
log |𝑋 ′𝑉 −1𝑋| − 𝑛− 𝑝

2
log(2𝜋),

де 𝑝 – число фiксованих параметрiв. Бiльш де-
тально про теорiю лiнiйних моделей можна про-
читати у роботах [2; 4–6].

Мiнiмiзацiя логарифмiчної вiрогiдностi

Популярними числовими методами оптимi-
зацiї для розв’язання проблем мiнiмiзацiї фун-
кцiй є методи Ньютона–Рафсона i Левенберга–
Марквардта [3]. Останнiй базується на методi
Гаусса–Ньютона з використанням регуляриза-
цiї Левенберга. У цьому методi параметри мо-
делi оновлюються за допомогою вагового кое-
фiцiєнта, який регулюється в процесi iтерацiй.

Ефективне застосування цих та iнших методiв
потребує знання аналiтичного вигляду перших
двох похiдних вiд цiльової функцiї. Зосередимо-
ся на їх знаходженнi.

Залишкову дисперсiю 𝜎2 можна аналiтично
виразити через iншi параметри. Тодi, викори-
стовуючи профiлювання вiрогiдностi, тобто пiд-
ставляючи оцiнку 𝜎̂2 у функцiю вiрогiдностi,
можна зменшити число параметрiв i покращити
властивостi збiжностi розв’язку.

̂︁𝜎2 =
𝑦′
(︀
𝑉 −1 − 𝑉 −1𝑋(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′𝑉 −1

)︀
𝑦

𝑛− 𝑝
.

(7)
Оцiнки фiксованих параметрiв дорiвнюють

𝛽 = (𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑉 −1𝑦. (8)

Складна симметрiя

Для моделювання залежностi мiж спосте-
реженнями використовують рiзнi кореляцiйнi
структури. Для змiшаних лiнiйних моделей во-
ни використовуються для моделювання зале-
жностi мiж внутрiшньогруповими похибками.
Складна симетрiя – це найпростiша структура
серiйної кореляцiї, яка передбачає однакову ко-
реляцiю мiж усiма внутрiшньогруповими похиб-
ками, що належать до однiєї групи. Вiдповiдна
кореляцiйна модель має вигляд

cor(𝜀𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑘) = 𝜌, ∀𝑗 ̸= 𝑘,

де єдиний кореляцiйний параметр 𝜌 вiдомий та-
кож як коефiцiєнт внутрiшньокласової кореля-
цiї.

Коварiацiйна матриця для 𝑖-го вiдгуку лi-
нiйної змiшаної моделi з незалежними i одна-
ково розподiленими внутрiшньогруповими по-
хибками з дисперсiєю 𝜎2 i єдиним простим ви-
падковим ефектом iз дисперсiєю 𝜎2

𝑏 має вигляд
𝜎2𝐼 + 𝜎211′. Вiдповiдна кореляцiйна матриця
дорiвнює 𝜎2/(𝜎2 + 𝜎2

𝑏 )𝐼 + 𝜎2
𝑏/(𝜎2 + 𝜎2

𝑏 )11′, тоб-
то коефiцiєнт внутрiшньокласової кореляцiї 𝜌 =
= 𝜎2

𝑏/(𝜎2 + 𝜎2
𝑏 ). Тут 1 – це матриця, кожен еле-

мент якої дорiвнює одиницi.
Отже, перепишемо модель (3) iз одним рiв-

нем групування так:

𝑦𝑖 = 𝑋𝑖𝛽 + 𝑍𝑖𝛾𝑖 + 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀, (9)

𝛾𝑖 ∼ 𝑁(0,Ψ), 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐼),

де 𝑀 – число рiзних груп по 𝑛𝑖 спостере-
жень, 𝑛 =

∑︀𝑀
𝑖=1 𝑛𝑖. Випадковi ефекти 𝛾𝑖 та

внутрiшньо-груповi похибки 𝜀𝑖 є незалежними
для рiзних груп та мiж собою в однiй групi.
Коварiацiйна матриця 𝑉 =

∑︀𝑀
𝑖=1 𝑍𝑖𝐺𝑗𝑍

′
𝑖 + 𝜎2𝐼

має блочно-дiагональну структуру. Нехай ве-
ктор параметрiв 𝜃 складається з дисперсiйних
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компонент матрицi Θ = 1
𝜎2 Ψ. Розглянемо окре-

мо кожен блок. Тодi

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝜃𝑗
= 𝑍𝑖

𝜕Θ

𝜕𝜃𝑗
𝑍 ′
𝑖,

де 𝜕Θ
𝜕𝜃𝑗

= 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера. Позначимо

𝑇𝑗 =
1̂︁𝜎2

(︂
𝑦′
𝜕𝑉𝑖

𝜕𝜃𝑗
𝑦 − 2𝑦′

𝜕𝑉 −1

𝜕𝜃𝑗
𝑋𝛽 + 𝑋 ′ 𝜕𝑉

−1

𝜕𝜃𝑗
𝑋𝛽

)︂
,

де оцiнки ̂︁𝜎2 i 𝛽 визначено у (7) i (8) вiдповiд-
но. Тодi формули для часткових похiдних про-
фiльованої функцiї обмеженої вiрогiдностi ма-
тимуть такий вигляд

2
𝜕𝑙̃𝑅𝐸𝑀𝐿(𝜃)

𝜕𝜃𝑗
= 𝑇𝑗 +

𝑀∑︁
𝑖=1

trace

(︂
𝑉 −1
𝑖

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝜃𝑗

)︂
+

+trace

(︂
(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′ 𝜕𝑉

−1

𝜕𝜃𝑗
𝑋

)︂
та

2
𝜕2 𝑙̃𝑅𝐸𝑀𝐿(𝜃)

𝜕2𝜃𝑘𝜃𝑗
= − 𝑇𝑘𝑇𝑗

𝑛− 𝑝
+

+
1̂︁𝜎2
𝑦′
𝜕2𝑉 −1

𝜕2𝜃𝑘𝜃𝑗
𝑦 − 2̂︁𝜎2

(︂
𝑦
𝜕2𝑉 −1

𝜕𝜃𝑘𝜃𝑗

)︂′

𝛽−

− 2̂︁𝜎2

(︂
𝑦
𝜕𝑉 −1

𝜕𝜃𝑘
𝑋(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1

)︂′

𝑦
𝜕𝑉 −1

𝜕𝜃𝑗
𝑋+

+
2̂︁𝜎2

(︂
𝑦
𝜕𝑉 −1

𝜕𝜃𝑘
𝑋(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1

)︂′

𝑋 ′ 𝜕𝑉
−1

𝜕𝜃𝑗
𝑋𝛽+

+
2̂︁𝜎2
𝑦
𝜕𝑉 −1

𝜕𝜃𝑗
𝑋(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′ 𝜕𝑉

−1

𝜕𝜃𝑘
𝑋𝛽−

− 2̂︁𝜎2

(︂
𝛽𝑋 ′ 𝜕𝑉

−1

𝜕𝜃𝑗
𝑋

)︂′

(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′ 𝜕𝑉
−1

𝜕𝜃𝑘
𝑋𝛽+

+
1̂︁𝜎2
𝛽′𝑋 ′ 𝜕

2𝑉 −1

𝜕2𝜃𝑘𝜃𝑗
𝑋 +

𝑀∑︁
𝑖=1

trace

(︂
𝜕𝑉 −1

𝜕𝜃𝑗

𝜕𝑉

𝜕𝜃𝑘

)︂

−trace

(︂
(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′ 𝜕𝑉

−1

𝜕𝜃𝑗
×

×𝑋(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′ 𝜕𝑉
−1

𝜕𝜃𝑘
𝑋

)︂
+

+trace

(︂
(𝑋 ′𝑉 −1𝑋)−1𝑋 ′ 𝜕

2𝑉 −1

𝜕𝜃𝑘𝜃𝑗
𝑋

)︂
,

де 𝑖-й блок блочно-дiагональної матрицi других
похiдних дорiвнює

𝜕2𝑉 −1
𝑖

𝜕2𝜃𝑘𝜃𝑗
= −𝜕𝑉 −1

𝑖

𝜕𝜃𝑘

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝜃𝑗
𝑉 −1
𝑖 − 𝑉 −1

𝑖

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝜃𝑗

𝜕𝑉 −1
𝑖

𝜕𝜃𝑘
,

якщо 𝑘 ̸= 𝑗, та

𝜕2𝑉 −1
𝑖

𝜕2𝜃2𝑘
= −2

𝜕𝑉 −1
𝑖

𝜕𝜃𝑘

𝜕𝑉𝑖

𝜕𝜃𝑘
𝑉 −1
𝑖 .

Наступнi кроки

У подальшому автори планують розширити
це дослiдження для багаторiвневих iєрархiчних
лiнiйних моделей та iнших типiв кореляцiйних
структур.
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S. Lukashevych, R. Yamnenko

LIKELIHOOD FUNCTION DERIVATIVES FOR A LINEAR
MIXED MODEL WITH COMPOUND SYMMETRY

ASSUMPTION

The paper explores the properties of linear mixed models with simple random effects of the form:

𝑦𝑖 = 𝑋𝑖𝛽 + 𝑍𝑖𝛾𝑖 + 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑀,

𝛾𝑖 ∼ 𝑁(0,Ψ), 𝜀𝑖 ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐼),

where 𝑀 is the number of distinct groups, each consisting of 𝑛𝑖 observations. Random effects 𝛾𝑖 and
within-group errors 𝜀𝑖 are independent across different groups and within the same group. 𝛽 is a 𝑝-
dimensional vector of fixed effects, 𝛾𝑖 is a 𝑞-dimensional vector of random effects, and 𝑋𝑖 and 𝑍𝑖 are
known design matrices of dimensions 𝑛𝑖×𝑝 and 𝑛𝑖× 𝑞, of fixed and random effects respectively. Vectors
𝜀𝑖 represent within-group errors with a spherically Gaussian distribution.

Assuming a compound symmetry in the correlation structure of the matrix Ψ governing the depen-
dence among within-group errors, analytical formulas for the first two partial derivatives of the profile re-
stricted maximum likelihood function with respect to the correlation parameters of the model are derived.
The analytical representation of derivatives facilitates the effective utilization of numerical algorithms
like Newton-Raphson or Levenberg-Marquardt.

The restricted maximum likelihood (REML) estimation is a statistical technique employed to esti-
mate the parameters within a mixed-effects model, particularly in the realm of linear mixed models. It
serves as an extension of the maximum likelihood estimation method, aiming to furnish unbiased and
efficient parameter estimates, especially in scenarios involving correlated data. Within the framework of
the REML approach, the likelihood function undergoes adjustments to remove the nuisance parameters
linked to fixed effects. This modification contributes to enhancing the efficiency of parameter estima-
tion, particularly in situations where the primary focus is on estimating variance components or when
the model encompasses both fixed and random effects.

Keywords: Linear mixed model, REML estimator, derivative, random effects, compound symmetry.
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