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IСНУВАННЯ РIВНОВАЖНИХ СТАНIВ У ДИНАМIЧНИХ
СИСТЕМАХ IЗ ПРИТЯГАЛЬНОЮ ВЗАЄМОДIЄЮ

Поняття iнтерактивної складної системи є основним iнструментом у побудовi математичних

моделей для розв’язання сучасних проблем цивiлiзацiйного розвитку. Таким, зокрема, є поняття складної

динамiчної системи з притягальною взаємодiєю. Проблема пошуку та досягнення компромiсного стану

для опонентiв на спiльнiй територiї iснування має рiзнi варiанти постановки задачi i вибору конфлiкт-

ної взаємодiї. У цiй роботi сформульовано та доведено теорему про iснування граничного стану в

динамiчнiй системi з притягальною взаємодiєю в термiнах щiльностей.

Ключовi слова: компромiс, опоненти, притягальна взаємодiя, конфлiкт, щiльнiсть, динамiчна система,
оптимальнiсть, граничний стан.

Вступ

Сучасний розвиток науки характеризується
потребою вивчення рiзноманiтних складних про-
цесiв i явищ. На сьогоднi дослiдження склад-
них систем є одним iз найдiєвiших способiв
дослiдження сучасного свiту. Моделi бiологiї
та екологiї, фiзичнi моделi, а також рiзнi
економiчнi та соцiальнi моделi — це типовi
приклади динамiчних систем. На основi те-
орiї конфлiкту створюються й дослiджуються
моделi складних систем, встановлюються за-
кони й важливi формули конфлiктної взаємо-
дiї, прогнозується динамiка змiн та визнача-
ються рекомендацiї для уникнення чи досяг-
нення певного результату. Метою цiєї роботи
є дуже стислий опис основ теорiї динамiч-
них систем, а також нової, перспективної для
дослiджень та застосувань, моделi динамiчної
системи конфлiкту. Актуальнiсть цього дослi-
дження полягає в удосконаленнi iнструментарiю
побудови та пошуку застосувань абстрактних
моделей у повсякденному життi. Розглянуто
нову динамiчну модель iз притягальною взає-
модiєю: докладно описано динамiчну систему
конфлiкту в термiнах щiльностей та надано
доведення теореми про iснування граничного
стану.

Базовi означення теорiї моделювання
динамiчної системи конфлiкту

Передусiм, пiд поняттям система далi ми
розумiємо скiнченну (або нескiнченну) множину
функцiональних, подiбних у певному сенсi
елементiв i вiдношень мiж ними, виокрем-
лених iз середовища вiдповiдно для певної
мети в межах визначеного часового iнтер-
валу.

Означення 1. Складна система — динамiчна си-
стема, що мiстить у собi компоненти iз вiдносно
незалежною поведiнкою.

У математичному моделюваннi динамiчних си-
стем можна видiлити три основнi частини:

• емпiрична частина мiстить фактичнi да-
нi, отриманi в експериментах i спостере-
женнях;

• теоретична частина розвиває основнi кон-
цепцiї, що дають змогу об’єднати й пояснити
з єдиних позицiй емпiричнi закономiрностi
та явища;

• математична частина конструює моделi
для перевiрки основних теоретичних концеп-
цiй, а також методи обробки експеримен-
тальних даних, планування експериментiв i
спостережень.

Означення 2. Динамiчнi системи (з погляду за-
стосувань) — системи, що пiд впливом зовнiшнiх
та внутрiшнiх чинникiв змiнюють з часом свiй
стан.
Означення 3. Динамiчна система конфлiкту

(ДСК) — це складна система, яка об’єднує кiлька
(не менше двох) компонент (якi, своєю чергою, та-
кож можуть бути динамiчними системами), еволю-
цiя в часi яких деформується пiд дiєю конфлiктної
взаємодiї. Закон (вiдображення) конфлiктної дина-
мiки всiєї системи мiстить iнформацiю про стан
окремих компонент у кожен момент часу.
Означення 4. Стан — сукупнiсть значень параме-
трiв системи в певний момент часу. Взаємодiя мiж
компонентами у складних системах є конфлiктною

(тобто наявна суперечнiсть та конфронтацiя), що є
причиною нелiнiйних законiв поведiнки.

Взаємодiя мiж опонентами: вiдштовхування,
притягання.
Означення 5. Рiвноважний стан — компромiсний
розподiл простору iснування i життєвих ресурсiв
мiж незнищенними опонентами.
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Теорема про iснування граничного стану
в динамiчних системах iз притягальною

взаємодiєю в термiнах щiльностей

В. Д. Кошманенко у 2016 роцi опублiкував
монографiю [1] про новий пiдхiд до побудови ди-
намiчної системи конфлiкту, що ґрунтується на iн-
терпретацiї опонентiв у виглядi iмовiрнiсних роз-
подiлiв на спiрнiй територiї. Далi буде розглянуто
пiдхiд до побудови системи в термiнах щiльностей.

Задача полягає в дослiдженнi поведiнки траєк-
торiй мiр µN , νN при N → ∞ на основi конкретної
формули конфлiктного перетворення ∗.

Нехай Ω,M(Ω), ∗ позначає динамiчну систему
конфлiкту з притягальною взаємодiєю. Тут Ω —
простiр конфлiкту, M(Ω) — множина розподiлiв
опонентiв на Ω; ∗ — деяке нелiнiйне вiдображен-
ня в M(Ω). Далi, Ω = [0, 1], а M(Ω) — простiр
iмовiрнiсних мiр на [0, 1]. Маємо двi ймовiрнiснi
абсолютно неперервнi мiри µ, ν ∈ Mac([0, 1]), такi,
що:

µ(∆) =

∫

∆

ρ(x)dλ(x),

ν(∆) =

∫

∆

σ(x)dλ(x),

де ∆ ∈ B(Ω).
Припускаємо, що щiльностi ρ(x), σ(x) є непе-

рервними. Зауважимо, що простiр Θ можна подати
у виглядi об’єднання двох просторiв:

Ω = Ω+ ∪ Ω−,

де

Ω+ = {x ∈ Ω | ρ(x) ≥ σ(x)},

Ω− = {x ∈ Ω | ρ(x) < σ(x)}.

Траєкторiї {µN , νN} >,N−→ {µN+1, νN+1} задано
в термiнах щiльностей мiр:




ρN+1(x) =
1

zN
[
ρN (x)(1 + θN ) + τN (x)

]
,

σN+1(x) =
1

zN
[
σN (x)(1 + θN ) + τN (x)

]
,

(1)

x ∈ [0, 1], N = 0, 1, . . . , ρ0 = ρ, σ0 = σ.
Дiйсна функцiя θ(ρ, σ) є аналогом мультиплiка-

тивного гамiльтонiана системи (математично є бi-
лiнiйним додатним функцiоналом на просторi мiр).
В (1) покладаємо:

Θ =

∫

Ω

√
ρN(x)σN (x) dλ(x) ≥ 0, (2)

де λ — мiра Лебега;

τN (x) = min
{
σN (x), ρN (x)

}
. (3)

Нормувальний знаменник:

zN = 1 + ΘN +WN > 0, (4)

WN =

∫

Ω

τN (x)dλ(x) > 0.

З наведених означень величин zN , ΘN , τN ви-
пливає, що σN , ρN є неперервними щiльностями
мiр µN , νN , ∀N = 1, 2, . . .
Теорема. Для довiльної пари початкових мiр µ, ν
iснує граничний (компромiсний) стан

ρ∞(x) = lim
N→∞

ρN (x), σ∞(x) = lim
N→∞

σN (x),

ρ∞(x) = σ∞(x) =
τ(x)

W
,

де τ(x) = min{ρ(x), σ(x)}, W = τ(Ω).
Доведення. Розглянемо ситуацiю для фiксовано-
го x. Нехай точка x = [0, 1] така, що ρN+1(x) >
> σN+1(x). Доведемо, що ρ∞ = σ∞; спочатку
проведемо аналiз рiзницi

ρN+1(x) − σN+1(x) (5)

при зростаннi N , врахувавши (1):

ρN+1(x)− σN+1(x) =

=
ρN (x)(1 + θN (x)) + τN (x)

zN
−

− σN (x)(1 + θN (x)) + τN (x)

zN
=

=
(1 + θN (x))(ρN (x) − σN (x))

zN
=

=
(zN −WN )(ρN (x)− σN (x))

zN
=

= (ρN (x)− σN (x))
(
1− WN

zN

)
. (6)

За (4):

1− WN

zN
= 1− WN

1 + θN (x) +WN
.

θN ≥ 0, WN < 1 + θN +WN ,
WN

zN
< 1.

З цього випливає, що зi збiльшенням N рiзниця
мiж заданими щiльностями зменшуватиметься.

Далi дослiдимо, чи прямує (5) до скiченного
значення. Вираз (6) можемо записати в такому ви-
глядi:

ρN+1(x) − σN+1(x) =

= (ρ0(x)− σ0(x))

N∏

l=0

(
1− W l

zl

)
. (7)

Припускаємо, що ряд з (7) збiгається до 1. У такому
разi потрiбно, аби

W l

zl
→ 0.
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З виразiв (3) та (1) маємо:

τ l+1(x) =
τ l(x) + τ l(x)θl + τ l(x)

zl
=

= τ l(x)
1 + θl + 1

1 + θl +W l
.

Позначимо множник

1 + θl + 1

1 + θl +W l
= kl,

тодi τ l+1(x) = τ l(x)kl. Очевидно, що kl > 1,
τ l+1(x) > τ l(x). З цього випливає, що графiк τ l(x)
(вiдповiдно, i W l) зростатиме зi збiльшенням l.

Робимо висновок, що припушення (7) хибне,
оскiльки

W l

zl
9 0.

Взагалi кажучи:

∄c ∈ (0, 1) :
W l

zl
→ c.

Тодi

W l

zl
→ 1,

N∏

l=1

(1− W l

zl
) → 0, ∀N

Як результат:

ρ∞ − σ∞ → 0, ρ∞ = σ∞. (8)

Тепер доведемо iснування границi; для цього
дослiдимо ρ∆(N+1)(x) та σ∆(N+1)(x):

ρN+1(x) − ρN(x) =
τN (x)−WNρN (x)

zN
;

σN+1(x)− σN (x) =
τN (x)−WNσN (x)

zN
=

=
τN (x)−WNτN (x)

zN
.

Оскiльки 0 < WN < 1, то

τN (x) −WNρN(x)

zN
< 0,

τN (x)−WNτN (x)

zN
> 0.

(9)

З (8) та (9) робимо висновок, що iснують границi:

ρ∞ = lim
N→∞

ρN(x) = lim
N→∞

σN (x) = σ∞. (10)

Знайдемо граничне значення. Вiдомо, що τ(x) не є
нормованою (оскiльки 0 < W < 1). Очевидно, що

ρ∞ = σ∞ = τ∞.

З цього робимо висновок, що W∞ → 1. Тодi:

lim
N→∞

τN (x) = lim
N→∞

τN (x)

WN
.

τN+1(x)

WN+1
=

τN+1(x)∫
[0,1] τ

N+1(x)dλ(x)
=

=

τN (x)(1 + θN + 1)

1 + θN +WN
∫

[0,1]

τN (x)(1 + θN + 1)

1 + θN +WN
dλ(x)

=

=
τN (x)∫

[0,1]
τN (x)dλ(x)

=

=
τN (x)

WN
= . . . =

τ0(x)

W 0
. (11)

Переходячи до границi, робимо висновок, що
вираз (11) не залежить вiд часу. Отримаємо в ре-
зультатi:

lim
N→∞

ρN (x) = lim
N→∞

σN (x) =

= lim
N→∞

τN (x)

WN
=

τ0(x)

W 0
.

На цьому доведення iснування граничного ста-
ну для випадку, коли ρN (x) > σN (x), можна вважа-
ти завершеним. Граничний стан для протилежного
випадку (ρN (x) ≤ σN (x)) також iснує та дорiвнює
знайденому вище. Доведення iснування граничних
станiв (10) на промiжку, довжина якого < ∞, є
очевидним.

Пiдґрунтям майбутнiх дослiджень щодо дове-
деної теореми може стати пошук прикладного за-
стосування.
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E. Lemeshko

THE EXISTENCE OF EQUILIBRIUM STATES IN DYNAMIC
SYSTEMS WITH ATTRACTIVE INTERACTION

Nowadays, science is characterized by needs of the study of various complex processes and phenomena’s.
Today’s research of complex and dynamical systems is one of the most advanced ways of research and evolution
of the modern world. Models of biology and ecology, physical models, various economic and social models
are typical examples of dynamic systems.

The concept of an interactive complex system in modern science is a main tool for construction of mathe-
matical models for solving modern civilization problems and development. The dynamical systems approach to
conflict is relatively new, but it has beginning in different research fields. Theory of dynamic systems helps us
to understand the experiments, build the mathematical model of iterations and examine behavior and relations
between opponents, like distribution of resources and territory, population growing etc.

This is a challenging problem of finding and achieving a compromise state for opponents on a common
territory has different options to define the task and to choose conflict interaction. In 2016, the monograph by
V. Koshmanenko where was introduced new approach for dynamic system of conflict that based on interactions
of the opponents in the form probability distribution in the disputed area was published. In particular, presented
the concept of a complex dynamic system with attractive interaction.

The relevance of this research is improving new dynamical system and researching for a new application
of abstract models in everyday life. In this paper briefly fundamentals of the theory of dynamical systems
described and the theorem on the existence of a equilibrium state in a the new, perspective for research,
dynamical system with attractive interaction in terms of probability distributions (measures) and their densities,
formulated and proved.

Keywords: compromise, opponents, attractive interaction, conflict, density, dynamical system, optimality,
boundary condition.
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