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СИЛЬНА МЕТРИЧНА РОЗМIРНIСТЬ УНIЦИКЛIЧНИХ ГРАФIВ

Вершина w простого зв’язного графа G сильно роздiляє двi вершини u i v цього графа, якщо ви-

конується одна з двох рiвностей: dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u) або dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v).
Множина S найменшої потужностi, елементи якої сильно роздiляють довiльну пару вершин графа G,

називається сильним метричним базисом графа G. У загальному випадку пошук сильного метричного

базису є NP -важкою проблемою. У цiй статтi знайдено формулу для обчислення сильної метричної

розмiрностi унiциклiчних графiв, тобто графiв, що мають один цикл.

Ключовi слова: метрична розмiрнiсть графiв, сильна метрична розмiрнiсть, дерево, унiциклiчний
граф.

Вступ

Дослiдження, присвяченi пошуку метричної
розмiрностi графiв, було розпочато у 1975 роцi,
коли Слатер [1] та незалежно вiд нього у 1976 ро-
цi Харарi i Мелтер [2] ввели поняття метричної
розмiрностi графiв. А основним поштовхом до
цього стало питання унiкального визначення мi-
сцезнаходження «зловмисника» в деякiй мережi.
Метричнi генератори та метрична розмiрнiсть зна-
йшли застосування в багатьох сферах: автоматизо-
вана навiгацiя, сонари, комбiнаторна оптимiзацiя,
розпiзнавання образiв та опрацювання зображень,
фармацевтика та хiмiя.

1979 року Герi та Джонсон у своїй працi [3]
показали, що визначення метричної розмiрностi
графа в загальному випадку є NP -важкою пробле-
мою. Тому пiд час дослiдження метричної розмiр-
ностi графiв або дослiджували метричну розмiр-
нiсть певної родини графiв, наприклад, дерев [4],
або була спроба охарактеризувати графи, що мають
певнi властивостi i метрична розмiрнiсть яких є
певним числом. Так охарактеризовано графи на
множинi з n вершин, що мають метричнi розмiрно-
стi 1 (ланцюг), n−1 (повний граф) та n−2 (див. [4;
5]). Опис метричної розмiрностi унiциклiчних гра-
фiв є також складною задачею. Вiдомi певнi оцiнки
(див. [6]) i спроби охарактеризувати всi унiциклiчнi
графи, що мають метричну розмiрнiсть 2 (див. [7]).

Введено також рiзнi узагальнення поняття ме-
тричної розмiрностi графiв, як-от сильна [8] або
часткова [9] метричнi розмiрностi графiв. У загаль-
ному випадку пошук сильної метричної розмiрно-
стi графiв є також NP -важкою задачею (див. [8]).

У цiй статтi дослiджено й охарактеризовано
сильну метричну розмiрнiсть простого циклу i
унiциклiчних графiв. Задача пошуку сильної ме-
тричної розмiрностi унiциклiчних графiв вияви-
лась простiшою, нiж задача пошуку метричної
розмiрностi унiциклiчних графiв. Спочатку було

знайдено формулу сильної метричної розмiрностi
графiв, що є простими циклами, а потiм за допо-
могою цiєї формули виведено формулу обчислен-
ня сильної метричної розмiрностi графа, причо-
му описано побудову сильного метричного бази-
су унiциклiчних графiв. Крiм того, доведено, що
метрична розмiрнiсть дорiвнює сильнiй метричнiй
розмiрностi дерева тодi i тiльки тодi, коли дерево
має лише одну внутрiшню вершину.

Необхiднi визначення

На початку пригадаємо основнi означення.
У роботi ми будемо дослiджувати метричну розмiр-
нiсть простих графiв, без кратних ребер i петель,
тому використовуватимемо таке означення.
Означення 1. [10] Простим неорiєнтовним графом
називається G = (V,E, δE), де V — множина вер-
шин, E — множина ребер, (δE : E → C2

V ).
Граф називається зв’язним, якщо для довiль-

них двох вершин графа iснує шлях, що їх з’єднує.
Зв’язний граф без циклiв називається деревом.
Означення 2. Зв’язний граф, що має лише один
цикл, називається унiциклiчним.

На рис. 1 зображено приклад графа G, що є де-
ревом, з шiстьма вершинами та п’ятьма ребрами.
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Рис. 1. Граф G

Довiльний граф G можна розглядати як ме-
тричний простiр, визначений на множинi вершин
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V (G) з метрикою dG. Метрика dG мiж двома до-
вiльними вершинами u та v графа G визначається
таким чином: якщо u = v, то dG(u, v) = 0, iнакше
dG(u, v) дорiвнює довжинi найкоротшого шляху
мiж ними.
Означення 3. [11] Вершина w ∈ V роздiляє двi
вершини u, v ∈ V , якщо виконується нерiвнiсть:

dG(w, u) 6= dG(w, v).

Множина S ⊂ V називається метричним генера-
тором для графа G, якщо будь-якi двi вершини G
роздiляються деяким елементом з S. Метричний
генератор найменшої потужностi називається ме-
тричним базисом, а його потужнiсть — метричною
розмiрнiстю G.

Метричну розмiрнiсть графа G позначатиме-
мо dimG.
Означення 4. [11] Вершина w ∈ V сильно роздi-
ляє двi вершини u, v ∈ V , якщо виконуються такi
рiвностi:

dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u) або

dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v).

Множина S ⊂ V називається сильним метрич-
ним генератором для графа G, якщо будь-якi двi
вершини G сильно роздiляються деяким елемен-
том з S. Сильний метричний генератор найменшої
потужностi називається сильним метричним бази-
сом, а його потужнiсть — сильною метричною роз-
мiрнiстю G.

Сильну метричну розмiрнiсть графа G познача-
тимемо dims G.
Твердження 1. Для довiльного графа G його силь-

ний метричний базис S буде метричним генерато-

ром Q.

Доведення. Нехай маємо граф G з множиною вер-
шин V та довiльнi вершини w, u, v ∈ V такi, що
w 6= u 6= v. За означенням 3 w ∈ V роздiляє u, v ∈
∈ V , якщо dG(w, u) 6= dG(w, v). З означення 4
маємо такi 2 випадки:
1) dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u). Отже, має-

мо, що dG(w, u) > dG(w, v), а це означає, що
dG(w, u) 6= dG(w, v).

2) dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v). Отже, має-
мо, що dG(w, v) > dG(w, u), а це означає, що
dG(w, v) 6= dG(w, u).

Отже, якщо множина S задовольняє умови силь-
ного метричного базису, то вона також є метрич-
ним генератором Q. А оскiльки на S накладається
додаткова умова, а саме: вершини w, u, v ∈ V по-
виннi лежати на одному «шляху», завжди викону-
ватиметься така нерiвнiсть:

dims G ≥ dimG.

Отже, маємо те, що й треба було довести.

Зауважимо, що обернене твердження до твер-
дження 1 у загальному випадку не є правильним.
Тобто не завжди метричний генератор є сильним
метричним генератором. Справдi, розглянемо такi
приклади.
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Рис. 2. Простий цикл G

Приклад 1. На рис. 2 зображено простий цикл G.
Його сильний метричний базис S складається
з 2 вершин — A, B, тобто виконується рiвнiсть:
dims G = 2. А метричний базис також складається
з 2 вершин — A, B, тобто dimG = 2. Отже, S буде
одночасно й метричним генератором Q графа G, а
навiть i метричним базисом. I навпаки — Q буде
одночасно й сильним метричним базисом S гра-
фа G. Отже, S = Q.
Приклад 2. На рис. 1 зображено граф G. Його силь-
ний метричний базис S складається з 3 вершин —
A, B, F , тобто dims G = 3. А метричний базис
складається з 2 вершин — A, B, тобто dimG = 2.
Отже, S буде одночасно й метричним генератором
графа G.

Метрична розмiрнiсть дерев

Внутрiшньою вершиною називатимемо верши-
ну, степiнь якої бiльший або дорiвнює трьом. Ка-
жуть, внутрiшня вершина v близька до листка l,
якщо не iснує iншої внутрiшньої вершини, що
розташована на шляху мiж v та l. Позначимо
символом nv кiлькiсть листкiв, до яких внутрiшня
вершина v є близькою.
Теорема 2. Нехай T — дерево. Тодi

dims T =
∑

v∈V (T )

nv − 1.
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Рис. 3. Дерево T
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Доведення. За означенням 4 вершина w ∈ V силь-
но роздiляє двi вершини u, v ∈ V , якщо

dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u) або

dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v).

Нехай S — сильний метричний базис T . Тому
для того, щоб два сусiднi листки деякої внутрi-
шньої вершини v сильно роздiлялися, необхiдно
i достатньо, щоб хоча б один iз них належав S.
Отже, виконується нерiвнiсть:

dims T ≥
∑

v∈V (T )

(nv − 1).

Зауважимо, що довiльний шлях у деревi є пiд-
шляхом мiж двома листками. Тому множина всiх
листкiв є його сильним метричним генератором.

Але такий базис роздiлятиме два листки рiзних
внутрiшнiх вершин тiльки тодi, якщо хоча б один
iз них належить S. Тому, застосувавши цю перевiр-
ку до всiх листкiв T та додавши деякi за потреби
до S, дiйдемо висновку, що

dims T =
∑

v∈V (T )

nv − 1.

Для формулювання наслiдку нам буде потрiбна
теорема, доведена в статтi [12].
Теорема 3. [12] Нехай T — дерево. Тодi

dim T =
∑

v∈V (T )

(nv − 1).

Наслiдок 4. Нехай T — дерево. Тодi

dims T = dimT

тодi i тiльки тодi, коли T має лише одну внутрiш-

ню вершину. r
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Рис. 4. Дерево T

Доведення. Припустимо, що T — дерево з однiєю
внутрiшньою вершиною. Тодi за теоремою 2 маємо
таку рiвнiсть:

dims T =
∑

v∈V (T )

nv − 1 = nv − 1.

А з теореми 3 випливає, що

dimT =
∑

v∈V (T )

(nv − 1) = nv − 1.

Отже, dims T = dimT .
Покажемо тепер, що якщо внутрiшня вершина

не є єдиною, то рiвностi немає. Справдi, якщо вну-
трiшнiх вершин бiльше нiж одна, то

dims T =
∑

v∈V (T )

nv − 1 6= dimT =
∑

v∈V (T )

(nv − 1).

Зауваження. Ця вершина може бути довiльного
степеня, головне, щоб вона була одна.

Сильна метрична розмiрнiсть циклiв

Теорема 5. НехайG — граф, що є простим циклом,

причому |V (G)| = n. Тодi

dims G =
[n+ 1

2

]
.

Доведення. Необхiднiсть. Якщо u i v — вершини
графа, для яких

dG(u, v) =
[n
2

]
,

то жодна iнша вершина графа, вiдмiнна вiд u i v,
не буде їх сильно роздiляти. Отже, одна з них по-
винна бути в сильному метричному базисi. Ця вла-
стивiсть має виконуватись для всiх «протилежних»
вершин, тому виконується нерiвнiсть:

dims G ≥
[n+ 1

2

]
.

Достатнiсть. Визначимо сильний метричний ге-
нератор графа G як [n+1

2 ] вершин, що йдуть пiдряд
у циклi графа G. Тодi для довiльних двох вершин
u, v ∈ V , або одна з них є в генераторi, або iснує
w ∈ V , що їх сильно роздiляє за побудовою гене-
ратора. Отже, виконується нерiвнiсть:

dims G ≤
[n+ 1

2

]
.

Отже, маємо рiвнiсть:

dims G =
[n+ 1

2

]
.

Надалi вершини, розташованi на вiдстанi [n2 ],
називатимемо протилежними.
Лема 6. З довiльних двох протилежних вершин

простого циклу G одна має обов’язково мiститися

в сильному метричному базисi.

Доведення. З доведення теореми 5 випливає, що
протилежнi вершини сильно роздiлятимуться тодi
i тiльки тодi, коли одна з них належить сильному
метричному базису S. Отже, якщо дотримуватися
цього правила, то можна побудувати сильний ме-
тричний базис графа G.
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Сильна метрична розмiрнiсть
унiциклiчних графiв

Нехай маємо граф G з множиною вершин V .
Внутрiшню вершину графа G, що лежить поза
циклом, називатимемо гiллястою вершиною.
Теорема 7. Нехай G — унiциклiчний граф, причому

кiлькiсть вершин його циклу дорiвнює n. Позна-

чимо внутрiшнi вершини G, якi лежать у циклi,

як vi, їхню кiлькiсть — b, а кiлькiсть листкiв, що

проектуються в vi, — lvi . Тодi виконуються такi

твердження:

1. якщо b < [n+1
2 ], то

dims G =

b∑

i=1

lvi − 1 +
[n+ 1

2

]
− b;

2. якщо b ≥ [n+1
2 ] i з кожних двох протилежних

вершин у циклi графа G хоча б одна є внутрiш-

ньою, то

dims G =

b∑

i=1

lvi − 1;

3. якщо b ≥ [n+1
2 ] i q — кiлькiсть пар протилеж-

них вершин циклу графа G, для яких жодна не є

внутрiшньою, то

dims G =

b∑

i=1

lvi − 1 + q.

�
�r r r
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❆
❆
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Рис. 5. Випадок 1

Доведення. Розглянемо перший випадок. Проведе-
мо певну аналогiю з пошуком метричної розмiрно-
стi дерев.

Листки, що є близькими однiй внутрiшнiй вер-
шинi, називатимемо сусiднiми. Тодi, щоб довiльнi
два сусiднi листки сильно роздiлялися, необхiдно i
достатньо, щоб хоча б один iз них належав сильно-
му метричному базису S. Отже, застосувавши цю
умову до всiх листкiв графа G, отримаємо таке:

dims G ≥
∑

v∈V

(lv − 1).

Тепер розглянемо листки рiзних внутрiшнiх
вершин. Щоб два листки рiзних внутрiшнiх вер-
шин сильно роздiлялися, необхiдно i достатньо,

щоб хоча б один iз них належав S. Отже, перевiрив-
ши цю умову для всiх листкiв графа G, отримаємо
таку нерiвнiсть:

dims G ≥
∑

v∈V

lv − 1.

Побудуємо сильний метричний базис S так,
щоб, якщо рiжок не має гiллястої вершини, його
листок належав S.

Тепер спроектуємо всi рiжки графа G на його
цикл. Отже, отримаємо новий граф G′, що є про-
стим циклом з n вершинами. Тодi, якщо листок, що
належить деякому рiжку, належить сильному ме-
тричному базису S графа G, то i вершина графа G′,
на котру цей листок був спроектований, належати-
ме його сильному метричному базису S′. Тодi за
теоремою 5 залишається додати стiльки вершин,
щоб

dims G
′ =

[n+ 1

2

]
.

А ця кiлькiсть дорiвнюватиме

[n+ 1

2

]
− b.

Отже,

dims G =
∑

v∈V

lv − 1 +
[n+ 1

2
]− b.
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Рис. 6. Випадок 2

Розглянемо другий випадок. З доведення попе-
реднього пункту випливає, що

dims G ≥
∑

v∈V

lv − 1.

А оскiльки за умовою теореми для кожної пари
протилежних рiжкiв виконується, що один iз них
належить сильному метричному базису S, їх роз-
ташування задовольняє умови леми 6. А отже,

dims G =
∑

v∈V

lv − 1.
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Рис. 7. Випадок 3

Розглянемо третiй випадок. За другим пунктом
теореми маємо, що

dims G ≥
∑

v∈V

lv − 1.

Але q пар вершин циклу графа G, для яких жодна
не є внутрiшньою, не задовольнятимуть умови ле-
ми 6. Отже, треба додати по однiй вершинi з цих q
пар до сильного метричного базису S. Тодi умови
леми 6 буде задовiльнено та

dims G =

b∑

i=1

lvi − 1 + q.

Теорему доведено.
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M. Matveieva

STRONG METRIC DIMENSIONS OF UNICYCLIC GRAPHS

Let G be a simple connected graph. A metric dimension s of a graph G is the cardinality of the smallest
subset S of vertices such that all other vertices are uniquely determined by their distances to the vertices
in S. A vertex w of graph G strongly resolves two vertices u, v ∈ V (G) if one of the equalities hold:
dG(w, u) = dG(w, v) + dG(v, u) or dG(w, v) = dG(w, u) + dG(u, v). In other words, a vertex w in a graph
G strongly resolves a pair of vertices u, v if there exists a shortest w—u path containing v or a shortest w—v
path containing u in G. A set S of minimum cardinality whose elements strongly resolve any pair of vertices
of G is called a strong metric basis of graph G. Typical, a metric dimension of a graph G is not equal to a
strong metric dimension of a graph G. A metric dimension as a graph parameter and strong metric dimension
have numerous applications. In general, a search of metric dimension and strong metric dimension is NP -hard
problem. But for some families of graphs, for example, for trees, there is a polynomial algorithm for that
searching. This paper characterizes such trees that a metric dimension equals a strong metric dimension.

In this article, we use properties of strong metric basis of trees and cycles to obtain a closed formula for
calculating a strong metric dimension of unicyclic graphs, namely graphs that have only one cycle. We say
that leaf u which lies out of the cycle is projected onto vertex v that lies in the cycle if deg(v) ≥ 3 and v is
connected to u through the shortest path. A strong metric dimension depends on the number of inner vertexes
of the cycle, their position in it, and the number of leaves that are projected onto each inner vertex of the cycle.
Note that now there is no closed formula for calculating metric dimension of unicyclic graphs.

Keywords: metric dimension of a graph, strong metric dimension of a graph, tree, unicyclic graph.
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