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АЛГОРИТМ ОБЧИСЛЕНЬ У СИЛОВСЬКИХ 2-ПIДГРУПАХ
ЗНАКОЗМIННИХ ГРУП ЗА ДОПОМОГОЮ СИСТЕМИ

КОМП’ЮТЕРНОЇ АЛГЕБРИ GAP

У статтi наведено алгоритм перевiрки, чи є певна множина елементiв S мiнiмальною системою

твiрних для силовської 2-пiдгрупи знакозмiнної групи Syl2(A2n), за допомогою системи комп’ютерної

алгебри GAP. Для невеликих n (n = 3 i n = 4) проведено обчислення за допомогою цього алгоритму.

Зокрема, перевiрено абелевiсть, пораховано потужнiсть та кiлькiсть елементiв мiнiмальної системи

твiрних комутантiв у кожнiй з груп Syl2(A8), Syl2(A16) та фактор-групах цих силовських 2-пiдгруп по

комутанту.
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Вступ

Силовськi p-пiдгрупи симетричних груп описа-
но в класичних працях професора Калужнiна за
допомогою розвиненого ним методу задання еле-
ментiв таких груп за допомогою таблиць, тобто
впорядкованих наборiв многочленiв спецiального
вигляду [1]. Дослiдженню таких груп та їх уза-
гальнень вiдтодi присвячено десятки статей (див.,
напр., [2–4]). Проте досi поза увагою значною мi-
рою залишаються силовськi 2-пiдгрупи знакозмiн-
них груп. Випадок p = 2 є єдиним, коли силовська
p-пiдгрупа знакозмiнної групи є власною пiдгру-
пою вiдповiдної симетричної. I тому її будова та
властивостi потребують окремого дослiдження.

У статтi описано алгоритм перевiрки, чи за-
дана множина елементiв групи є системою твiр-
них для силовської 2-пiдгрупи знакозмiнної групи
Syl2(A2n). Для невеликих n (n = 3 i n = 4) алго-
ритм реалiзовано за допомогою системи комп’ю-
терної алгебри GAP та проведено обчислення. Але
вже для n = 5 потужностi системи не вистачає.

На сьогоднi система комп’ютерної алгебри
GAP, яка є певним аналогом мови програмуван-
ня, вважається доволi популярною та широковжи-
ваною [5; 6]. Передусiм вона слугує допомiжним
iнструментом для наукових дослiджень iз рiзних
галузей науки, зокрема й теоретичного характеру.
Це зручно, адже вже прописанi в системi коман-
ди та функцiї значно пришвидшують розрахунки
(див., напр., [7]).

Метою використання GAP у цiй працi, окрiм
перевiрки та пiдтвердження правильностi вибору
системи твiрних для Syl2(A8), Syl2(A16), є також
перевiрка властивостей комутантiв цих груп. А са-
ме: перевiрка абелевостi, потужностi та кiлькостi
елементiв мiнiмальної системи твiрних комутантiв
груп Syl2(A8), Syl2(A16). Аналогiчнi властивостi

перевiрено для фактор-груп силовських 2-пiдгруп
знакозмiнних груп A8, A16 по їхнiх комутантах.

Основнi означення

Спочатку нагадаємо потрiбнi нам означен-
ня [8; 9].
Означення 1. Нехай G — скiнченна група, p —
просте число, яке є дiльником порядку G. Пiдгру-
пи порядку pt називаються p-пiдгрупами.
Означення 2. Нехай |G| = pns, де s — деяке нату-
ральне число, що не дiлиться на p. Тодi силовською

p-пiдгрупою групи G називається така p-пiдгрупа
групи G, що має порядок pn.
Означення 3. Множина S буде системою твiр-

них групи G тодi й лише тодi, коли кожен елемент
g ∈ G можна записати у виглядi

g = a1a2 · · · ak,

де кожен множник ai належить множинi S або є
оберненим до елемента з S.
Означення 4. Система твiрних S групи G назива-
ється незвiдною, якщо для кожного a ∈ S множина
S \ {a} не є системою твiрних G.
Означення 5. Система твiрних S групи G назива-
ється мiнiмальною, якщо для довiльної множини A,
що є системою твiрних G, виконується: |A| ≥ |S|.

Система комп’ютерної алгебри GAP

Загальнi характеристики. Систему комп’ю-
терної алгебри GAP (Groups, Algorithms and Pro-
gramming) (м. Аахен, Нiмеччина, 1986 р.) спочат-
ку було розроблено як iнструмент комбiнаторної
теорiї груп — роздiлу алгебри, що вивчає групи,
представленi породжуючими елементами та пев-
ними спiввiдношеннями.
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На сьогоднi система є мiжнародним унiкальним
проектом та об’єднує алгебру, теорiю чисел, мате-
матичну логiку, iнформатику та iншi науки. Працює
вона в рiзних версiях Unix/Linux, а також у Win-
dows та MacOS. Проте деякi пакети, наприклад,
графiчний iнтерфейс XGAP, функцiонують лише в
Unix/Linux.

GAP є системою з вiльним доступом, яка по-
стiйно вдосконалюється та розширюється. Її ядро
написане мовою C, а бiблiотека функцiй — спецi-
альною мовою, синтаксис якої є аналогом Pascal та
є об’єктно-орiєнтовним програмуванням. Користу-
вачi можуть створювати власнi програми, а також
оформляти власнi розробки у виглядi пакета для
системи GAP. Окрiм того, пакет, затверджений Ра-
дою GAP, прирiвнюється до наукової публiкацiї.

Операцiї над групами

1. Нагадаємо, що група пiдстановок S8 по-
роджується такою множиною пiдстановок:
(1, 2) та (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8). На мовi GAP:

gap> s8:=Group((1,2),(1,2,3,4,5,6,7,8));

Group([ (1,2), (1,2,3,4,5,6,7,8) ])

де перший рядок — запит на створення гру-
пи, що породжується множиною з двох пiд-
становок, а другий — автоматичне виведення
на екран нашого об’єкта.

2. Група S8 має пiдгрупу парних пiдстано-
вок A8, яка може бути подана як пiдгрупа
з парних пiдстановок або як її комутант:

gap> a8:=DerivedSubgroup(s8);

Group([ (1,2,3), (2,3,4),

(3,4,5), (2,6)(3,4),

(3,7)(4,5), (3,5,6,7)(4,8) ])

де перший рядок — функцiя, що для заданої
групи S8 знаходить її комутант, а другий —
автоматичне виведення результату — групи
A8, що є пiдгрупою S8.

3. Для зручностi можна присвоїти об’єкту iм’я:

gap> SetName(a8, "A8");

Пiсля цього кожного наступного разу на
екран буде показано не сам об’єкт, а його
iм’я:

— вивести на екран об’єкт a8gap> a8;

— результат на екранiA8

4. Знайдемо порядок групи A8:

— запит на розмiр групи A8gap> Size(a8);

— результат (розмiрнiсть)20160

Iншi операцiї розглянемо разом iз самим алго-
ритмом.

Алгоритм та його реалiзацiя за допомогою GAP

Вiдомою є така теорема:
Теорема 1. Нехай G — група, G′ — її комутант.

Якщо фактор-групу G/G′ не можна породити

менше нiж k елементами, то i саму групу G не

можна породити менше нiж k елементами.

Iдея алгоритму полягає в перевiрцi цiєї до-
статньої умови для системи твiрних S силовської
2-пiдгрупи групи A2n .

Вхiд: S — множина пiдстановок.
Задача: за допомогою iнструментiв GAP шля-

хом порiвняння вiдомих властивостей силовської
групи з даною перевiрити, чи є S мiнiмальною си-
стемою твiрних.

Позначення:
• G — група, яка утворюється множиною S та

буде об’єктом дослiдження;
• n — кiлькiсть елементiв множини S;
• Com — комутант групи G;
• Factor — фактор групи G по її комутанту;
• k, i — допомiжнi змiннi;
• St — система твiрних групи A2n ;
• Alt — група A2n ;
• Syl2 — силовська 2-пiдгрупа групи A2n .
Iнiцiалiзуємо всi об’єкти, створюємо групу G

за системою твiрних S та знаходимо розмiрнiсть
множини S:

1 CMG := function(S)

2 local G,Com,Faktor,k,i,St,Alt,Syl2;

3 G:=Group(S); n:=Size(S);

Вiдомо, що множина пiдстановок вигляду
{(1, 2, 3), (1, 2, 4), . . . , (1, 2, 2n)} є системою твiр-
них групи A2n . Задамо її мовою GAP за допомогою
функцiї AddSet та позначимо через St:

4 St:=[];

5 for i in [3,2^n] do

6 AddSet(St,(1,2,i));

7 od;

Створимо групу A2n по системi твiрних St, яку
позначимо Alt. Також через Syl2 позначимо силов-
ську 2-пiдгрупу групи A2n :

8 Alt:=Group(St);

9 Syl2:=SylowSubgroup(Alt,2);

Для того щоб група G була силовською 2-пiд-
групою групи A2n , треба перевiрити такi 2 умови:

1. G є пiдгрупою A2n :

10 if not IsSubgroup(Alt,G) then

11 Print(S,"is not in Alt(",2^n,")","\n");

12 return 0;

13 fi;

2. Потужнiсть групи G збiгається з потужнiстю
силовської 2-пiдгрупи групи A2n :

14 if Size(G)=Size(Syl2) then

15 Print(S,"is generators set of

16 SylowSubgroup Alt(",2^n,")","\n");
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17 else

18 Print(S,"is not generators

19 set ","\n");

20 return 0;

21 fi;

Знайдемо комутант групи G та фактор групи G
по комутанту:

22 Com:=CommutatorSubgroup(G,G);

23 Factor:=FactorGroup(G,Com);

Перевiримо на мiнiмальнiсть систему твiрних S
вiдповiдно до теореми:

24 k:=Minimum(Size(GeneratorsOfGroup

25 (Factor)),Size(S)+1);

26 if k=Size(S) then

27 Print(S,"is min generators set of

28 SylowSubgroup of Alt(",2^n,")");

29 else

30 Print(S,"is not min generators set

31 of SylowSubgroup of Alt(",2^n,")");

32 fi;

Додатковi властивостi:

• 33–39 — абелевiсть комутанта групи G;

• 40–41 — потужнiсть комутанта групи G;

• 42–44 — кiлькiсть елементiв мiнiмальної си-
стеми твiрних комутанта групи G;

33 if IsAbelian(Com) then

34 Print("CommutatorSubgroup is

35 abelian","\n");

36 else

37 Print("CommutatorSubgroup is not

38 abelian","\n");

39 fi;

40 Print("Size of CommutatorSubgroup

41 is",Size(Com),"\n");

42 Print("Count of min generatirs set

43 of CommutatorSubgroup is",

44 Size(GeneratorsOfGroup(Com)),"\n");

• 45–50 — абелевiсть фактора групи G по ко-
мутанту;

• 51–52 — потужнiсть фактора групи G по ко-
мутанту;

• 53–55 — кiлькiсть елементiв мiнiмальної си-
стеми твiрних фактора групиG по комутанту;

45 if IsAbelian(Factor) then

46 Print("FactorGroup is abelian","\n");

47 else

48 Print("FactorGroup is not

49 abelian","\n");

50 fi;

51 Print("Size of FactorGroup is",

52 Size(Factor),"\n");

53 Print("Count of min generatirs set

54 of FactorGroup is",

55 Size(GeneratorsOfGroup(Factor)),"\n");

56 end;;

Результати GAP для A8

Розглянемо такi елементи групи Syl2(A8):

α0 = (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8),

α1 = (1, 3)(2, 4),

α2 = (1, 2)(5, 6).

За допомогою системи комп’ютерної алгебри
GAP для випадку A8 було отримано такi ре-
зультати:

1. Набiр елементiв α0, α1 i α2 є системою твiр-
них Syl2(A8);

2. Комутант групи Syl2(A8) породжується пiд-
становками (1, 3)(2, 4)(5, 7)(6, 8), (1, 2)(3, 4),
(1, 3)(2, 4)(5, 8)(6, 7) i є елементарною абе-
левою 2-групою порядку 8, тобто iзоморф-
ний C3

2 ;
3. Фактор по комутанту групи Syl2(A8) також є

елементарною абелевою 2-групою порядку 8;
4. Система твiрних {α0, α1, α2} є мiнiмальною.
Властивостi комутанта групи. Спираючись

на результати GAP для групи Syl2(A8), отримано
такi теореми:
Теорема 2. Кожен елемент комутанта групи

Syl2(A8) є комутатором.

Доведення. Комутант Syl2(A8) складається з еле-
ментiв

{e, (13)(24)(57)(68), (12)(34),
(14)(23)(57)(68), (56)(78), (13)(24)(58)(67),

(12)(34)(56)(78), (14)(23)(58)(67)}.
Перевiркою отримаємо таке:

(13)(24)(57)(68) = [α1, α0],

(12)(34) = [α1, α2],

(14)(23)(57)(68) = [α1α2, α1α0],

(56)(78) = [α2, α0α1],

(13)(24)(58)(67) = [α1α2, α0α1],

(12)(34)(56)(78) = [α2, α1α0α1],

(14)(23)(58)(67) = [α2α1, α0].

Теорема 3. Множина комутаторiв твiрних α0, α1,

α2 породжує в комутантi групи Syl2(A8) власну

пiдгрупу порядку 4.

Доведення. З доведення попередньої теореми:

[α1, α0] = (13)(24)(57)(68),

[α1, α2] = (12)(34),

[α0, α2] = e.

Комутант має порядок 8, дiльники його поряд-
ку: 1, 2, 4, 8. Оскiльки отримали лише 2 нетривiаль-
нi елементи, то весь комутант породити комутато-
рами твiрних не можна. А отже, вони породжують
власну пiдгрупу порядку 4.
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Результати GAP для A16

Розглянемо такi елементи групи Syl2(A16):

α0 = (1, 9)(2, 10)(3, 11)(4, 12)

(5, 13)(6, 14)(7, 15)(8, 16),

α1 = (1, 5)(2, 6)(3, 7)(4, 8),

α2 = (1, 3)(2, 4),

α3 = (1, 2)(9, 10).

Для випадку Syl2(A16) за допомогою GAP
отримано такi результати:

1. Набiр елементiв α0, α1, α2 та α3 є системою
твiрних Syl2(A16).

2. Комутант Syl2(A16) — не абелева група
порядку 210, що породжується п’ять-
ма твiрними: (1, 4, 2, 3)(5, 6)(9, 12)(10, 11),
(1, 4)(2, 3)(5, 8)(6, 7), (1, 2)(5, 6), (1, 7, 3, 5)×
×(2,8,4,6)(9,14,12,16)(10,13,11,15), (1,7)×
×(2, 8)(3, 6)(4, 5)(9, 16, 10, 15)(11, 14, 12, 13).

3. Фактор-група Syl2(A16) по її комутанту —
абелева група порядку 16, що породжується
чотирма елементами.

4. Система твiрних {α0, α1, α2, α3} групи
Syl2(A16) є мiнiмальною.
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V. Olshevska

ALGORITHM FOR CALCULATION IN
SYLOW 2-SUBGROUPS OF ALTERNATING GROUPS
USING THE COMPUTER ALGEBRA SYSTEM GAP

The Sylow 2-subgroups of symmetric groups was described by Leo Kaluzhnin. He presented the elements
of these groups as a tables, i.e. the ordered sets of polynomials of a certain form. The Sylow 2-subgroups of
symmetric groups was studied by V. Sushchanskii, Yu. Dmytruk, A. Slupik and other mathematicians. In this
paper the Sylow 2-subgroups of alternating groups are characterized. The system of computer algebra GAP
was used for this characterization.

System of computer algebra GAP is the most popular frequency of references in scientific publications and
the number of links on Internet pages. Its popularity is conditioned by accessibility, large set of functions and
packages for calculations in theoretical and mathematical sciences, clarity and ease to use. At the moment, it is
an auxiliary tool for working with groups, finite fields, algebraic extension of fields, Galois group, polynomials
of many variables, rational functions, vectors, matrices, etc. In addition, this list is supplemented every day.

The CMG-program (Check Minimal Generators) is provided in this article. It is created using the GAP
system and is used for calculations in Sylow 2-subgroups of alternating groups. The main task of the program
is to check whether some set S can be a system of generators of the Sylow 2-subgroup of alternating group. The
program are used for groups Syl2(A8) and Syl2(A16). In addition, the commutator and the factor subgroup of
these groups are investigated. It is shown that each element of the commutator subgroup of the group Syl2(A8)
is commutator in this group. Moreover, the subgroup of order 4 of the commutator of the group Syl2(A8) is
described. Also, this program checks whether the commutators and the factor groups of groups Syl2(A8) and
Syl2(A16) are Abelian.

Keywords: groups, sylow subgroups, permutations, GAP.
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