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АНТИПОДАЛЬНI ГРАФИ ДIАМЕТРА 4

Метричний простiр (X, d) називається антиподальним, якщо для довiльної точки x iснує таке y, що

для довiльної точки z множини X виконується рiвнiсть d(x, z) + d(z, y) = d(x, y). Вiдомими конструк-

цiями антиподальних графiв є графи Хемiнга, графи Джонсона, графи вечiрки (Coctail-party графи).

У статтi [1] було побудовано конструкцiю антиподальних графiв дiаметра 3. Використовуючи iдею

конструкцiї Стевановича P (G) з [1], побудовано конструкцiю для напiвканонiчних графiв на множинi з

чотирьох вершин F (G), за допомогою якої можна побудувати антиподальнi графи дiаметра 4. Оскiльки

iснує всього два напiвканонiчних графи на множинi з чотирьох вершин, побудовано два антиподальних

графи дiаметра 4. Для кожного з них доведено антиподальнiсть.
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Вступ

У 1968 роцi Сiнглетон [2] запропонував кон-
цепцiю антиподальних графiв графа G, позначених
як A(G). Антиподальнi графи вперше були описа-
нi в 1971 роцi Д. Х. Смiтом [3] та вивчалися в
контекстi дистанцiйно-транзитивних графiв. Пер-
шими вiдомими прикладами родин антиподальних
графiв є графи Джонсона, графи вечiрки, гiперку-
би, причому iснує унiкальний антиподальний граф
дiаметра 1, а всi антиподальнi графи дiаметра 2 є
графами вечiрки. Антиподальнi графи є графами з
великою групою автоморфiзмiв, що є мотивацiєю
до їх вивчення.

У 2001 роцi Д. Стеванович [1] описав операцiю
P (G), за допомогою якої будуються всi антипо-
дальнi графи дiаметра 3, та довiв, що P (G) — анти-
подальний граф, якщо граф G — напiвканонiчний.

У роботi за певною аналогiєю з конструкцi-
єю Стевановича P (G) побудовано конструкцiю для
напiвканонiчних графiв на множинi з чотирьох вер-
шин F (G), за допомогою якої можна побудува-
ти антиподальнi графи дiаметра 4. Оскiльки iснує
всього два напiвканонiчних графи на множинi з
чотирьох вершин, побудовано два антиподальних
графи дiаметра 4. Для кожного з них доведено ан-
типодальнiсть.

Необхiднi вiдомостi

Метричний простiр (X, d) називається антипо-

дальним [3], якщо для довiльної точки x iснує та-
ке y, що для довiльної точки z множини X вико-
нується рiвнiсть

d(x, z) + d(z, y) = d(x, y).

Iнакше кажучи, метричний простiр (X, d) назива-
ється антиподальним, якщо для довiльної x iснує
антипод.

Розглядатимемо тiльки простi, неорiєнтовнi,
зв’язнi графи без кратних ребер i петель [4].

На довiльному графi G = (V,E) можна визна-
чити метрику dG за таким правилом: для довiльних
двох вершин u i v графа G вiдстань dG(u, v) до-
рiвнює найкоротшому шляху, що їх з’єднує, або 0,
якщо u = v [5].

Зв’язний неорiєнтовний граф G називається ан-

типодальним, якщо метрика dG на графi G є анти-
подальною.

Антиподальнi графи дiаметра 2

Графи вечiрки, або гiпероктаедричнi графи,
складаються iз 2n вершин та 2n2 − 2n ребер. Вер-
шини такого графа подiленi на пари: якщо двi вер-
шини сумiжнi, тодi не кожна iнша вершина сумi-
жна до цих двох, i навпаки, якщо двi вершини мiж
собою не сумiжнi, тодi кожна вершина графа є су-
мiжною до цих двох.

Цi графи можна також описати в iнший спо-
сiб. Граф вечiрки Hn можна подати як повний
граф K2n, у якого видалили n ребер, що з’єдну-
ють попарно рiзнi вершини.

Наведемо деякi приклади графiв вечiрки:

Твердження 1. [1] Антиподальними графами дiа-

метра 2 є тiльки графи вечiрки.
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Антиподальнi графи дiаметра 3. У статтi [1]
описано конструкцiю P (G), за допомогою якої бу-
дуються антиподальнi графи дiаметра 3. Розгляне-
мо цю конструкцiю.

Антиподальний граф графа G, визначений як
P (G), має такий самий вершинний набiр, що й
граф G, двi вершини якого сумiжнi, якщо вiдстань
мiж ними дорiвнює дiаметру графа G.

Припустимо, що ϕ : V → V ∗ iзоморфiзм гра-
фiв G i G∗. Тодi для кожної вершини u ∈ V (G)
можна визначити вершину u∗ з G∗ з деяким фiксо-
ваним iзоморфiзмом

ϕ(u) = u∗.

Нехай a i a∗ — двi новi вершини, якi не належать
нi G, нi G∗.

Побудуємо новий граф P (G) таким чином.
Множину вершин визначимо як об’єднання мно-
жин:

V (P (G)) = V (G) ∪ V (G∗) ∪ [a, a∗],

i визначимо множину ребер:

E(P (G)) = E(G) ∪ E(G∗) ∪
∪ [(a, u) | u ∈ V (G)] ∪
∪ [(a∗, u∗) | u∗ ∈ V (G∗)] ∪
∪ [(u, v∗) | u ∈ V (G), (u, v) /∈ (G), u 6= v].

Наприклад, проiлюструємо конструкцiю P (C5)
для циклу C5.

Приклад 1. Для циклу C5, який побудований за
конструкцiєю P (C5), покажемо, яка точка буде ан-
типодальною дiаметра 3 до якої точки:

• для вершини 1 антиподальною точкою є 1∗;
• для вершини 2 антиподальною точкою є 2∗;
• для вершини 3 антиподальною точкою є 3∗;
• для вершини 4 антиподальною точкою є 4∗;
• для вершини 5 антиподальною точкою є 5∗;
• для вершини a антиподальною точкою є a∗;

• для вершини 1∗ антиподальною точкою є 1;
• для вершини 2∗ антиподальною точкою є 2;
• для вершини 3∗ антиподальною точкою є 3;
• для вершини 4∗ антиподальною точкою є 4;
• для вершини 5∗ антиподальною точкою є 5;
• для вершини a∗ антиподальною точкою є a.
Отже, як видно, у графа P (C5) для кожної вер-

шини iснує точно одна антиподальна вершина дiа-
метра 3, тому граф є антиподальним.

Для того щоб граф P (G) був антиподальним,
потрiбно накласти певнi обмеження на граф G.

Для довiльної вершини u графаG послiдовнiсть
вершин графа G, якi сумiжнi до u, називають вiд-

критою околицею u i позначають NG(u). Послiдов-
нiсть NG[u] = u∪NG(u) називають закритою око-

лицею u графа G. Будемо писати N(u) для NG(u)
та N [u] для NG[u].
Означення 1. Граф G називають напiвканонiчним,
якщо для кожної вершини u графа G виконується
нерiвнiсть

N [u] 6= V (G),

крiм того, для кожної пари вершин u i v графа G
маємо

N [u] 6= N [v].

Як випливає зi статтi [1], всi антиподальнi гра-
фи дiаметра 3 можна описати за допомогою опера-
цiї P (G), оскiльки має мiсце теорема:
Теорема 2. [1] Граф H є антиподальним дiаме-

тра 3, тодi i лише тодi, коли iснує напiвканонiчний

граф G такий, що H iзоморфний P (G).

Антиподальнi графи дiаметра 4

Використовуючи iдею, запропоновану Стева-
новичем, побудуємо конструкцiю антиподального
графа дiаметра 4.

Нехай G — напiвканонiчний граф, множина вер-
шин якого складається з чотирьох точок, тобто V =
= {v1, v2, v3, v4}. Припустимо, що G∗ — iзоморф-
ний до G. Тодi для кожної вершини u ∈ V (G) вiд-
повiдатиме вершина u∗ ∈ V (G∗) з деяким фiксова-
ним iзоморфiзмом мiж G i G∗. Та нехай iснують a,
a∗, b, c, d, e — новi вершини, якi не належать нi G,
нi G∗.

Визначимо граф F (G) з множиною вершин

V (F (G)) = V (G) ∪ V (G∗) ∪ {a, a∗, b, c, d, e}
i множиною ребер

E(F (G)) = E(G) ∪ E(G∗) ∪
∪ [(a, u) | u ∈ V (G)] ∪
∪ [(a∗, u∗) | u∗ ∈ V (G∗)] ∪
∪ [(b, d), b 6= d] ∪ [(c, e), c 6= e] ∪
∪ [(vi1 , b)] ∪ [(v∗i1 , b)] ∪ [(vi2 , c)] ∪ [(v∗i2 , c)] ∪
∪ [(vi3 , d)] ∪ [(v∗i3 , d)] ∪ [(vi4 , e)] ∪ [(v∗i4 , e)],
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причому вершини v∗i1 i v∗i3 (v∗i2 i v∗i4 ), що вiдпо-
вiдають парi сумiжних додаткових вершин b i d
(c i e), повиннi бути не сумiжними (оскiльки граф
G — напiвканонiчний, то це можливо).
Теорема 3. Для довiльного напiвканонiчного гра-

фа G, множина вершин якого складається з чо-

тирьох елементiв, граф F (G) є антиподальним

графом дiаметра 4.

Доведення. Нагадаємо, що iснує рiвно два на-
пiвканонiчних графи на множинi з чотирьох
вершин, це простий цикл довжини 4 i ланцюг.
А тому можемо, використовуючи цю загаль-
ну конструкцiю, побудувати два графи. Пока-
жемо, що кожен iз них є антиподальним дiа-
метра 4.

1. Побудуємо наведену вище конструкцiю та
перевiримо, чи буде граф антиподаль-
ним дiаметра 4, взявши за основу про-
стий цикл довжини 4 (який є графом
вечiрки).

Безпосередньо перевiряємо для кожної пари
таких вершин.
Для вершини a антиподальною точкою дiа-
метра 4 є a∗.
Для вершини 1 антиподальною точкою дiа-
метра 4 є 3∗. Аналогiчно для вершини 3∗ ан-
типодом є 1.
Для вершини 2 антиподальною точкою дiа-
метра 4 є 4∗. Аналогiчно для вершини 4∗ ан-
типодом є 1.

Для вершини 3 антиподальною точкою дiа-
метра 4 є 1∗. Аналогiчно для вершини 1∗ ан-
типодом є 3.
Для вершини 4 антиподальною точкою дiа-
метра 4 є 2∗. Аналогiчно для вершини 2∗ ан-
типодом є 4.
Отже, граф є антиподальним дiаметра 4, адже
кожна вершина має точно одну антиподальну
точку.

2. Побудуємо iнший антиподальний граф дiаме-
тра 4, використовуючи простий ланцюг.

Для вершини a антиподальною точкою дiа-
метра 4 є a∗. Аналогiчно для вершини a∗ ан-
типодом є a.
Для вершини 1 антиподальною вершиною
дiаметра 4 є 3∗. Аналогiчно для вершини 3∗

антиподом є 1.
Для вершини 2 антиподальною вершиною
дiаметра 4 є 4∗. Аналогiчно для вершини 4∗

антиподом є 2.
Для вершини 3 антиподальною вершиною
дiаметра 4 є 1∗. Аналогiчно для вершини 1∗

антиподом є 3.
Для вершини 4 антиподальною вершиною
дiаметра 4 є 2∗. Аналогiчно для вершини 2∗

антиподом є 4.
Оскiльки кожна вершина має антиподальну
точку, вiдстань мiж якими дорiвнює 4, то ро-
бимо висновок, що цей граф є антиподаль-
ним дiаметра 4.
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L. Pronchuk

ANTIPODAL GRAPHS OF DIAMETER 4

The metric space (X, d) is called antipodal if for an arbitrary point x exists the one point y such that for
an arbitrary point z of the set X the equality d(z, x) + d(z, y) = d(x, y) holds. In other words, the metric
space (X, d) is called antipodal if for an arbitrary x there exists an antipode. For any connected undirected
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finite graph G we define the associated graph distance. The distance between two vertices v1 and v2 in G
equals to the length of the shortest path between v1 and v2. A connected undirected finite graph G is called
antipodal if its associated graph metric is antipodal. Hamming’s graphs, Johnson’s graphs and Coctail-party
graphs are well-known constructions of antipodal graphs. In particular, the antipodal graphs of diameter 2 only
are Cocktail-party graphs. Cocktail-party graph is the graph consisting of two rows of paired vertices in which
all vertices but the paired ones are connected with a graph edge.

In the article [1] was characterized antipodal graphs of diameter 3. In this paper was showed that almost
every graph is an induced subgraph of some antipodal graph P (G) of diameter 3. The construction P (G) used
connected undirected finite semi-canonical graphs.

Using an idea by Dragan Stevanovic from [1], we introduce the construction of graphs which allows to
construct antipodal graphs of diameter 4. The basis of this construction is using semi-canonical graphs on a
set of four vertices. A graph G is called semi-canonical if for any vertex v of this graph there is at least one
vertex u of graph G, such that v and u are not connected by edge. There are only two semi-canonical graphs in
a set of four vertices that are C4 and L4 the cycle and the path on 4 vertices correspondingly. So, we construct
two antipodal graphs of diameter 4. We prove the antipodal of both of these graphs.

Keywords: antipodal graphs, diameter of graph, Coctail-party graph.
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