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IНТЕРПОЛЯЦIЯ ВИПАДКОВОГО ПОЛЯ
ДЛЯ ОБЛАСТI СПОСТЕРЕЖЕНЬ У ВИГЛЯДI
СИСТЕМИ ВКЛАДЕНИХ ПРЯМОКУТНИКIВ

Дослiджено задачу оцiнювання лiнiйних функцiоналiв вiд невiдомих значень однорiдного випадкового

поля ξ(x, y) для областi K за спостереженнями поля ξ(x, y) в точках (x, y) ∈ Z2 \K . Знайдено формули

для обчислення середньоквадратичної похибки та спектральної характеристики оптимальної лiнiйної

оцiнки функцiонала у випадку областi спостережень у виглядi системи вкладених прямокутникiв.
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Вступ

Прогнозування стохастичних процесiв та оцi-
нювання випадкових полiв рiзної природи набуває
дедалi бiльшого поширення серед науковцiв рiзних
спецiальностей, виникає нова галузь науки зi сво-
єю специфiчною методологiєю. Розроблення теорiї
та методiв прогнозування та оцiнювання випадко-
вих процесiв i полiв дає змогу уникати дорогих
експериментiв над об’єктами рiзної природи, за-
стосування нових технологiй i сучасної обчислю-
вальної технiки в цiй царинi, забезпечує вибiр ра-
цiонального способу керування процесами. Задачi
прогнозування стохастичних процесiв та оцiнюва-
ння випадкових полiв знайшли застосування пiд
час розгляду проблем кодування, обробки сигналiв
радiо-, гiдролокацiї, розпiзнавання образiв, зобра-
жень та пiд час розв’язання задач прогнозування у
фiнансовiй математицi.

Постановку задачi прогнозування вперше роз-
глянув А. М. Колмогоров [1] для стацiонарних
послiдовностей [2] за умови, що автоковарiацiйна
функцiя цього процесу є заданою. А. Яглом [3] та
Н. Вiнер розглядали задачi екстраполяцiї та iнтер-
поляцiї для випадкових послiдовностей i процесiв,
спектральну щiльнiсть яких можна подати у вигля-
дi дробово-рацiональної функцiї.

Окремим напрямом у розвитку теорiї iнтер-
поляцiї випадкових стацiонарних послiдовностей
i полiв стало оцiнювання не окремих значень, а
лiнiйних функцiоналiв вiд випадкових процесiв по-
лiв. Цей пiдхiд дав можливiсть застосування мi-
нiмаксного методу до задач iнтерполяцiї. Основ-
нi iдеї в цьому напрямку було розвинуто в пра-
цях [4–8]. Проте у всiх цих роботах розглядались
задачi знаходження оптимальних та мiнiмаксних
оцiнок для функцiоналiв вiд випадкових полiв,
що спостерiгаються для D ⊂ Z2 \ K , де K
за припущенням була замкнена суцiльна область
«без особливостей». Становить iнтерес вивчення

закономiрностей, що виникають у випадку, коли
область K мiстить «додаткову iнформацiю» [9].
Випадок знаходження оптимальних оцiнок лiнiй-
ного функцiонала вiд однорiдного поля з «додатко-
вою iнформацiєю» у виглядi «перфорованої» пло-
щини було дослiджено у [10].

У цiй працi розглянуто оцiнювання невiдомих
значень поля з «додатковою iнформацiєю» у вигля-
дi системи вкладених прямокутникiв.

У роздiлi «Оптимальнi оцiнки» у випадку вiдо-
мої спектральної щiльностi знайдено оптимальнi
оцiнки та середньоквадратичну похибку для обла-
стi спостережень у виглядi системи вкладених пря-
мокутникiв.

У роздiлi «Знаходження оптимальних оцiнок
функцiоналiв для щiльностi, що є добутком авторе-
гресiй 1-го порядку» знайдено оптимальнi оцiнки
функцiоналiв для щiльностi, що є добутком авто-
регресiй 1-го порядку, та наведено приклад.

Оптимальнi оцiнки

Рис. 1

Нехай ξ(x, y) — однорiдне в широкому розумiн-
нi випадкове поле, визначене на Z2, для якого за-
дано структуру залежностi у виглядi спектральної
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щiльностi. Поле спостерiгається для D ⊂ Z2\K , де
K — замкнена область у виглядi прямокутника, до
якої додано додаткову iнформацiю у виглядi обла-
стi об’єднання границь прямокутникiв — mx×my,
що утворюють вкладення, звужуючись до центру,
причому кiлькiсть прямокутникiв — s, а lx та ly
позначають вiдстань мiж вкладеннями по осях X
та Y вiдповiдно (рис. 1).

Область вкладених прямокутникiв можна опи-
сати таким чином:

K =

s⋃

t1=0

s⋃

t2=0

{mx
t1 ×my

t2}.

Розв’яжемо задачу лiнiйного оптимального оцi-
нювання функцiонала

Akξ =
∑

(x,y)∈K

a(x, y)ξ(x, y) =

=

s−1∑

t=0

(mx−2tlx−1∑

x=2tlx

(
a(x, 2tly)ξ(x, 2tly) +

+ a(x,my − 2tly − 1)ξ(x,my − 2tly − 1)
)
+

+

my−2tly−1∑

y=2tly

(
a(2tlx, y)ξ(2tlx, y) +

+ a(mx − 2tlx − 1, y)ξ(mx − 2tlx − 1, y)
))

(1)

вiд невiдомих значень однорiдного випадкового по-
ля ξ(x, y), (x, y) ∈ Z2 \K . Задача полягає в тому,
щоб знайти таке оптимальне значення середньої
квадратичної оцiнки Ãkξ з класу лiнiйних функ-
цiоналiв, яка мiнiмiзує величину середньоквадра-
тичної похибки:

∆ = M |Akξ − Ãkξ|2. (2)

Лiнiйна оцiнка ÃKξ функцiонала AKξ за дани-
ми спостереженнями поля ξ(x, y) ∈ Z2 \ K має
вигляд:

Ãk(ξ) =

∫ π

−π

∫ π

−π

h(λ, µ)Zξ(dλ, dµ),

де Zξ(∆1,∆2) — ортогональна випадкова мiра по-
ля ξ(x, y), h(λ, µ) — спектральна характеристика
оцiнки ÃKξ. Необхiдною та достатньою умовою
для того, щоб безпомилкова iнтерполяцiя невiдо-
мих значень була неможливою, є так звана умова
мiнiмальностi [1; 2]:

∫ π

−π

∫ π

−π

1

fξ(λ, µ)
dλdµ < ∞, (3)

де функцiя h(λ, µ) повнiстю визначається двома
умовами:

1) h(λ, µ) ∈ LK−
2 (fξ)

2)
(
Ak(λ, µ) − h(λ, µ)

)
⊥ LK−

2 (fξ)
тобто

(
Ak(λ, µ)− h(λ, µ)

)
⊥ ei(xλ+yµ), (x, y) ∈ K,

де

Ak(λ, µ) =
∑

k=(x,y)∈K

a(x, y)ei(xλ+yµ).

Спектральна характеристика обчислюється за
формулою:

h(λ, µ) = Ak(λ, µ)−
CK

fξ(λ, µ)
, (4)

де
CK =

∑

k=(x,y)∈K

c(x, y)ei(xλ+yµ),

c(x, y) — невiдомi коефiцiєнти, якi визначають опе-
ратор B(λ, µ), що визначений у просторi L2 та
представлений матрицею з елементами:

B(λ, µ)(x, y) =
1

2π

∫ π

−π

ei(xλ+yµ) 1

f(λ, µ)
dλdµ,

x, y = 0, 1, . . . ,

якi є коефiцiєнтами розкладу в ряд Фур’є функцiї
1

fξ(λ,µ)
.

Система рiвнянь для знаходження вектора
c(λ, µ) має вигляд:

a(λ, µ) = B(λ, µ)c(λ, µ),

звiдки
c(λ, µ) = B(λ, µ)−1a(λ, µ),

де a(λ, µ) — вектор заданих вагових коефiцiєнтiв.
Спектральна характеристика h(λ, µ) оптималь-

ної лiнiйної оцiнки функцiонала Akξ мiнiмiзує се-
редньоквадратичну похибку:

δ(f, g) = ∆(h(f, g); f, g) =

= min
h∈LK−

2
(f,g)

∆(h; f, g) = M |Akξ − Ãkξ|2 =

=
1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π

|CK(λ, µ)|2
f2(λ, µ)

f(λ, µ)dλdµ. (5)

Отже, спектральна характеристика оцiнки
функцiонала AKξ обчислюється за формулою:

h(λ, µ) = Ak(λ, µ)−
1

fξ(λ, µ)
×

×
s−1∑

t=0

(mx−2tlx−1∑

k=2t·lx

(
(BK)−1aK

)
(k,j)

ei(kλ+jµ)

)
. (6)
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Середньоквадратична похибка має вигляд:

∆(h; fξ, fµ) =
1

4π2fξ(λ, µ)2
·
∣∣∣Ak(λ, µ)fξ(λ, µ)−

−
s−1∑

t=0

(mx−2tlx−1∑

k=2t·lx

(
(BK)−1aK

)
(k,j)

ei(kλ+jµ)
)∣∣∣

2

. (7)

Спектральна характеристика оптимальної лi-
нiйної оцiнки функцiонала AKξ визначається фор-
мулою (6) та мiнiмiзує величину середньоква-
дратичної похибки (7). Отже, сформулюємо таке
твердження.
Твердження 1. Нехай ξ(x, y) — однорiдне випад-

кове поле, яке має спектральну щiльнiсть f(λ, µ),
що задовольняє умову (3). Спектральну характери-

стику h(f) та середньоквадратичну похибку ∆(f)
оптимальної оцiнки функцiонала AK вiд невiдомих

значень однорiдного поля ξ(x, y) за даними спосте-

режень поля ξ(k, j) при (k, j) ∈ Z2 \ K , де K =
=
⋃s

t1=0

⋃s
t2=0{mx

t1 × my
t2}, можна обчислити за

формулами (6), (7) вiдповiдно, де BK — оператор

у просторi, що визначається подвiйними матри-

цями з елементами Bl,t
k,j = b(l − k, t − j), якi є

коефiцiєнтами Фур’є функцiї 1
fξ(λ,µ)

.

Знаходження оптимальних оцiнок
функцiоналiв для щiльностi, що є добутком

авторегресiй 1-го порядку

Нехай задано однорiдне випадкове поле —
ξ(x, y), що визначене спектральною щiльнiстю
fξ(λ, µ), та виконується умова мiнiмальностi (3).

Розглядається випадок, коли спектральну щiль-
нiсть задано добутком авторегресiй першого поряд-
ку [11], та має такий вигляд:

f(λ, µ) = f1(λ)f2(µ) =

=
B0

|eλi − β1|2|eµi − β2|2
,

|β1| < 1, |β2| < 1, (8)

де

f1(λ) =

√
B0

|eλi − β1|2
,

f2(µ) =

√
B0

|eµi − β2|2
.

З твердження 1, оцiнки функцiонала (1) cпек-
тральна характеристика та середньоквадратична
похибка обчислюються за формулами (6), (7) вiд-
повiдно.

Функцiя 1
f(λ,µ) розкладається в ряд коефiцiєнтiв

Фур’є:

1

f(λ, µ)
=

1

B0

(
|eiλ − β1|2|eiµ − β2|2

)
=

=
1

B0

(
(1 + β2

1)(1 + β2
2)−

− (1 + β2
1)β2e

−λi − (1 + β2
1)β2e

λi −
− (1 + β2

2)β1e
−µi − (1 + β2

2)β1e
µi +

+ β1β2e
−i(λ+µ) + β1β2e

i(λ−µ) +

+ β1β2e
i(−λ+µ) + β1β2e

i(λ+µ)
)
. (9)

Введемо позначення:

−(1 + β2
1)β2 = A,

β1β2 = B,

−(1 + β2
2)β1 = D,

(1 + β2
1)(1 + β2

2) = E.

Звiдси функцiя (9) матиме такий вигляд:

1

f(λ, µ)
=

1

B0

(
E +Ae−iλ +Aeiλ +

+De−iµ +Deiµ +Bei(−λ+µ) +

+Bei(λ−µ) +Be−i(λ+µ) +Bei(λ+µ)
)
. (10)

Наслiдок. Якщо спектральна щiльнiсть пред-

ставлена добутком авторегресiй першого порядку

у виглядi (8), то спектральну характеристикуh(f)
та середньоквадратичну похибку ∆(f) оптималь-

ної оцiнки функцiонала AK(ξ) вiд невiдомих зна-

чень однорiдного поля ξ(x, y) при (x, y) ∈ Z2 \K ,

де K =
⋃s

t1=0

⋃s
t2=0{mx

t1 ×my
t2}, можна обчисли-

ти за формулами (6), (7), де BK — оператор у про-

сторi, що визначається матрицею з елементами,

що набуває вигляду:



V1 0 0

0
. . . 0

0 0 Vn


 ,

де

Vn =




VD 0 0 D
0 VA 0 0
0 0 VD 0
D 0 0 VA


 .

Звiдси

VD =

(
Vd 0
0 V cross

d

)
,

VA =

(
Va 0
0 V cross

a

)
.

Пiдматрицi Vd, Va, V cross
d , V cross

a мають такий

вигляд:

Vd =



D E D 0 0
. . .

. . .
. . . 0 0

0 0 D E D


 ,

Va =




A E A 0 0
. . .

. . .
. . . 0 0

0 0 A E A


 ,
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V cross
d =



D E D B 0

0 D
. . . A 0

0 B A E A


 ,

V cross
a =



A E A B 0

0 A
. . . D 0

0 B D E D


 .

Розмiрнiсть пiдматриць Vn рiвна кiлькостi не-

вiдомих точок прямокутника — mx × my , а кiль-

кiсть пiдматриць Vn рiвна кiлькостi вкладень — s.
Приклад 1. Нехай спостерiгається випадкове поле
ξ(x, y) без шуму при Z2 \ K у точках множини
x ∈ Z{0, 1, 2, 3, 4, 5}, y ∈ Z{0, 1, 2, 3, 4, 5} (рис. 2).
Кiлькiсть вкладень s = 2. Промiжки мiж вкладен-
нями задаються lx = ly = 1.

Рис. 2

У цiй задачi спектральна щiльнiсть вiдома та
задається добутком авторегресiй першого порядку:

f(λ, µ) = f1(λ)f2(µ),

де

f(λ) =
1

2π
· 1

|1− ae−λi|2 , |a| < 1,

f(λ) =
1

2π
· 1

|1− de−µi|2 , |d| < 1.

Знайдемо оцiнку функцiонала:

Akξ =
1∑

t=0

(4−2t∑

k=2t

(
a(k, 2t)ξ(k, 2t) +

+ a(k, 4− 2t)ξ(k, 4− 2t)
)
+

+

4−2t∑

j=2t

(
a(2t, j)ξ(2t, j) +

+ a(4− 2t, j)ξ(4− 2t, j)
))

. (11)

Спектральну щiльнiсть можна записати у вигля-
дi (8). Матриця має вигляд:

(
V1 0
0 V2

)
,

де

V1 =




E D 0 . . . 0 D

D
. . .

. . .
. . . . . . 0

0
. . . E D 0 0

0 B D E D 0

0 0 0
. . .

. . . D
D 0 0 0 D E




,

V2 =




E A B D
A E D B
D B E A
D B A E




Спектральну характеристику оцiнки функцiона-
ла h(λ, µ) знаходять за формулою (7) та записують
у виглядi функцiонала:

ÃKξ =

∫ π

−π

∫ π

−π

h(λ, µ)Zξ(dλ, dµ) =

=

6∑

y=−1

ξ−1,yγ−1,y +

6∑

y=−1

ξ6,yγ6,y +

+

5∑

x=0

ξk,−1γk,−1 +

5∑

x=0

ξk,6γk,6 +

+ 2

4∑

y=1

ξ1,yγ1,y + 2

4∑

y=1

ξ4,yγ4,y +

+ ξ1,−1γ1,−1 + ξ1,6γ1,6 +

+ ξ4,−1γ4,−1 + ξ4,6γ4,6 +

+ 2ξ2,1γ2,1 + 2ξ2,4γ2,4 +

+ 2ξ3,1γ3,1 + 2ξ3,4γ3,4

коефiцiєнти γx,y — обчисленi невiдомi кофiцiєнти
C(x, y).

Неважко помiтити, що для оцiнки функцiонала з
невiдомих значень випадкового поля використову-
валися лише значення в сусiднiх точках (крапках).
Це природно, тому що ми розглядали випадковi
поля автоматичної регресiї першого порядку для
кожного аргументу. Середня квадратна помилка
може бути розрахована за формулою (7) пiсля
обчислення вектора.

Надалi варто розглянути мiнiмаксний метод для
розглянутих областей «спецiального вигляду».
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A. Florenko, N. Shchestyuk, N. Zaets

INTERPOLATION PROBLEMS FOR RANDOM FIELDS
FROM OBSERVATIONS IN AREAS THAT REPRESENT

A SYSTEM OF EMBEDDED RECTANGLES

Forecasting of static processes and estimation of random fields of a different nature is becoming more
widespread among scientists of different specialties, and a new branch of science appears with its specific
methodology. That problems of estimation of the unknown values of random fields are generalization of
problems of extrapolation, interpolation and filtering of stochastic processes. The study of the dependence
of the obtained formulas on the geometry and the number of embeds are the topical problems in the field
of the forecasting theory, in geology, geodesy, and some other directions. The methods of solution of linear
estimation problems for stochastic processes and random fields were developed by A. M. Kolmogorov [2],
A. M. Yaglom [3]. Traditional methods of solution of these problems are employed under the condition that
spectral densities are known exactly. The case of estimating the unknown values of a random field for an area
that represents a system of embedded rectangles is of interest in the study of random fields with peculiarities.

The problem is the estimation of linear functionals which depend on the unknown values of a homogeneous
random field ξ(x, y) in the region K from observations of ξ(x, y) at points (x, y) ∈ Z2 \ K , where K is a
region that represents the union of the edges of the rectangles mx ×my , with the number of rectangles — sx,
lx and ly spaced between the attachments on the X and Y axes, respectively. That is, we find a value Ãkξ
from the class of linear functionals, which minimizes the value of the mean square error

∆ = M |Akξ − Ãkξ|2.

To solve this problem, we used a classical method of projections in the Hilbert space. Formulas for
calculating the mean square errors and the spectral characteristics of the optimal linear estimate of functionals
are derived in the case when the areas of observations represent a system of embedded rectangles.

Keywords: interpolation, spectral density, random field, estimation of a functional.
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