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РАНДОМIЗОВАНI АЛГОРИТМИ ПЕРЕВIРКИ ЧИСЕЛ НА
ПРОСТОТУ

Рандомiзацiя та ймовiрнiсний пiдхiд у побудовi алгоритмiв займають помiтне мiсце. Через
обмеженiсть обчислювальних ресурсiв та складнiсть багатьох задач у деяких випадках отри-
мати точнi результати є неможливим або занадто витратним, тому результати можуть
мiстити деяку невизначенiсть. Також у деяких випадках недетермiнованiсть алгоритму є його
перевагою, наприклад у задачах криптографiї, або корисною характеристикою, як-от у симуля-
цiях процесiв, що мiстять невизначенi параметри.

У цiй роботi ми розглядаємо основнi поняття та твердження, що стосуються рандомiзо-
ваних алгоритмiв перевiрки чисел на простоту, наводимо необхiднi теореми.

Ключовi слова: алгоритми, простi числа, рандомiзованi алгоритми, перевiрка чисел на про-

стоту.

Вступ

Великi простi числа (порядку 10300) викори-

стовують у криптографiї з вiдкритим ключем,

а також у хеш-таблицях i для генерацiї псевдо-

випадкових чисел (зокрема, в генераторi псев-

довипадкових чисел Вихор Мерсенна).

Завдяки використанню двiйкового представ-

лення чисел ледь не у всiх цифрових пристоях

перевiрка числа на парнiсть чи непарнiсть є ма-

ксимально можливою простою операцiєю. Тому

в цьому текстi будемо виходити з цього факту,

який має наслiдком можливiсть звуження фор-

мулювань на множини непарних або парних чи-

сел, вважаючи, що визначення парностi або не-

парностi має нехтувану складнiсть. Можна та-

кож зауважити, що й у десятковому записi чи-

сел парнiсть чи непрарнiсть числа є очевидною

характеристикою.

Класичними роботами в цiй галузi вже зараз

можна назвати такi: [1–7; 9].

Загальнi вiдомостi

Наведемо загальнi вiдомостi щодо поняття

алгоритму та простих чисел.

Вiдношення подiльностi у множинi цiлих

чисел Z будемо позначати як b|a:

8a, b 2 Z : b|a () 9c 2 Z : a = bc.

Дiльник числа a 2 Z � це таке число b 2 Z,

що b|a. Для будь-якого числа 1 та саме число є

його дiльниками:

8a 2 Z : 1|a ^ a|a.

Просте число � це бiльше за одиницю на-

туральне число, яке має рiвно два рiзнi нату-

ральнi дiльники. Множину простих чисел зазви-

чай позначають через P.

8a 2 Z : a 2 P () a 2 N ^ 1 < a ^ @b 2

2 N\ {1, a} : b|a.
Складене � це бiльше за одиницю нату-

ральне число, яке не є простим.

Iснує деяка неусталенiсть термiнiв �ймовiр-

но просте число� та �псевдопросте число�. В де-

яких текстах вони збiгаються, а в деяких роздi-

ленi. Рацiонально припустити, що це залежить

вiд проблематики, яка розглядається. В нашо-

му випадку вважатимемо їх взаємозамiнними i

такими, що вiдповiдають визначенню ймовiрно

простого числа нижче.

Ймовiрно просте число � цiле число, яке

задовiльняє деяким властивостям простих чи-

сел. Ймовiрно просте число може бути простим

або складеним числом. Рацiонально розглядати

тi властивостi простих чисел, якi не притаманнi

бiльшостi складених чисел та для яких iснують

ефективнi алгоритми.

Факторизацiя (натурального) числа �

представлення числа у виглядi добутку простих

чисел:

8n 2 N : n =
Y

p2P
p↵p , 8p 2 P : ↵p 2 N0.

Надзвичайно важливу роль вiдiграють такi

теореми.

Теорема 1 (Мала теорема Ферма). 8a, p 2 N,
gcd (a, p) = 1,

p 2 P =) ap�1
⌘ 1 ( mod p) ,
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або, в iншiй формi,

8a 2 N : 8p 2 P : ap ⌘ a ( mod p) .

Доведення. { k · a ( mod p) | k 2 {1, . . . , (p� 1)} } =
= { k | k 2 {1, . . . , (p� 1)} }

p�1Q
k=1

(k · a) ⌘


p�1Q
k=1

(k · a mod p)

�
( mod p) ⌘


p�1Q
k=1

k

�
( mod p) ⌘ (p� 1)! ( mod p)

(p� 1)! ap�1 ( mod p) ⌘ (p� 1)! ( mod p) =)
ap�1 ( mod p) ⌘ 1 ( mod p)⇢

(p� 1)! ap�1 ( mod p) ⌘ (p� 1)! ( mod p)
p - (p� 1)!

=) ap�1 ( mod p) ⌘ 1 ( mod p)
У випадку iншої форми теореми маємо два

випадки:

• gcd (a, p) = 1 :�
p 2 P =) ap�1

⌘ 1 ( mod p)
�

=)
(p 2 P =) ap ⌘ a ( mod p))

• gcd (a, p) > 1 :(
p|a

a ⌘ p ·
a

p
⌘ 0 ( mod p) : =)

(p 2 P =) ap ⌘ a ( mod p))

Зауваження до Малої теореми Ферма:

¬
�
8a 2 N2(·) : 8n 2 N2-(·) : gcd (a, n) = 1 :

an�1
⌘ 1 ( mod n) =) n 2 P

�
.

Доведення. Контрприклад: 415�1 = 268435456 ⌘

1 ( mod 15). 2  4, 2 - 15, gcd (2, 15) = 1.
Наслiдок з Малої теореми Ферма. 8a 2

2 N2(·) : 8n 2 N2-(·) : gcd (a, n) = 1:

an�1
6⌘ 1 ( mod n) =) n /2 P.

Теорема 2. 8p 2 P, 8a 2 N1<(·)<p, 9s 2 N1 :
9d 2 N2-(·) : p� 1 = 2s · d, p - a:


ad ⌘ 1 ( mod p)

ad·2
k

⌘ �1 ( mod p) , 0  k < s

Доведення. Розкладемо вираз ap�1
� 1. Згiдно

з Малою теоремою Ферма (Теоремою 1) p 2

2 P =) ap�1
⌘ 1 ( mod p), тодi ap�1

� 1 ⌘

0 ( mod p) =) p|
�
ap�1

� 1
�

та, розкладаючи

в добуток при p� 1 = 2s · d,

ap�1
� 1 = a2

sd
� 1

=
⇣
a2

s�1d
� 1

⌘⇣
a2

s�1d + 1
⌘

=
⇣
a2

s�2d
� 1

⌘⇣
a2

s�2d + 1
⌘

⇣
a2

s�1d + 1
⌘

=
�
a2d � 1

� �
a2d + 1

�
· . . .

·

⇣
a2

s�2d + 1
⌘⇣

a2
s�1d + 1

⌘

=
�
ad � 1

� �
ad + 1

� �
a2d + 1

�
· . . .

·

⇣
a2

s�2d + 1
⌘⇣

a2
s�1d + 1

⌘
.

Вiдповiдно

"
gcd

��
ad � 1

�
, p
�
> 1

9k 2 N1(·)<s : gcd
⇣⇣

ad·2
k

+ 1
⌘
, p
⌘
> 1

або, в iншому записi,


ad ⌘ 1 ( mod p)

ad·2
k

⌘ �1 ( mod p) , 0  k < s
.

Тест простоти, або перевiрка числа на
простоту � алгоритм визначення, чи є число

простим. Для визначення того, що натуральне

число є складеним, достатньо знайти його будь-

який простий дiльник, який менший за задане

число. Тому загалом факторизацiя є складнi-

шою задачею, нiж тест простоти.

Мультиплiкативна група кiльця лишкiв за

модулем n � множина класiв рiвностi чисел за

модулем n, якi є взаємно простими до n та утво-

рюють групу з операцiєю множення за модулем

n. Також може бути визначена як група оборо-

тних елементiв кiльця лишкiв за модулем n.

В цьому текстi будемо її позначати як Z⇤

n.

Елементами Z⇤

n є множини Zk 6⌘(·) ( mod n), де

k 2 { k 2 Z | 0 < k < n : gcd (k, n) = 1 }. Для

однозначного представлення кожного елемента

Z⇤

n достатньо лише одного його числа. #Z⇤

n =
= ' (n). Тодi множина з ' (n) елементiв попар-

но нерiвних мiж собою за модулем n та взаємно

простих з n однозначно визначають Z⇤

n.

Теорема 3 (Китайська теорема про лишки).
8 {a1, . . . , ak} 2 Zk, 8 {n1, . . . , nk} 2 Nk, 8i 6=
6= j : gcd (ni, nj) = 1 :

8x1, x2 2 Z :

0

B@8i 2 {1, 2} :

8
><

>:

xi ⌘ a1 ( mod n1)
...
xi ⌘ ak ( mod nk)

=) x1 ⌘ x2

 
mod

kY

i=1

ni

!!
.

Теорема 4 (Про iснування генеруючого еле-

мента в Z⇤

p). 8p 2 P : Z⇤

p є циклiчною групою.

Алгоритми

У загальному випадку, алгоритм � це визна-

чений порядок дiй для досягнення деякого ре-

зультату.

Рандомiзований алгоритм � алгоритм,

поведiнка якого визначається не лише вхiдними

значеннями, а також значеннями, якi надходять

вiд генератора випадкових чисел [7].

У [8] подано дещо ширше визначення:
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Рандомiзований алгоритм � алгоритм,

що приймає випадковi рiшення пiд час свого ви-

конання.

Використовують такi двi категорiї рандомi-

зованих алгоритмiв:

1. Алгоритми типу Лас-Вегас � алгоритми,

що дають завжди правильний результат,

але час їх виконання є випадковою вели-

чиною.

2. Алгоритми типу Монте-Карло � алгори-

тми, виконання яких детермiновано, але

результат є правильним лише з певною

ймовiрнiстю.

Рандомiзованi алгоритми перевiрки
числа на простоту

Тест Ферма

На основi зауваження та наслiдку з Ма-
лої теореми Ферма можемо дати таке визна-

чення:

Псевдопросте число Ферма [Fermat
pseudoprime] n в базi a � число, яке задо-

вiльняє властивостi

gcd (a, n) = 1 ^ an�1
⌘ 1 ( mod n) .

Розглянемо множину класiв рiвностi чисел

за модулем n:

Fe [n] =
�
a 2 Z⇤

n | a
n�1

⌘ 1 ( mod n)
 
.

Маємо:

n 2 P =) #Fe [n] = #Z⇤

n = n� 1,

в iншому випадку таку теорему

Теорема 5. 8n 2 N2\P :

"
#Fe [n] = #Z⇤

n,

#Fe [n] 
1

2
·#Z⇤

n.

Доведення.

8n 2 N :8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

an�1 = 1 =) 1 2 Fe [n]

8a1, a2 2 Fe [n] :

✓⇢
an�1
1 ⌘ 1 ( mod n)

an�1
2 ⌘ 1 ( mod n)

=) (a1a2)
n�1

⌘ 1 ( mod n)
⌘

=) (a1a2) 2 Fe [n]
8a 2 Fe [n] :

�
an�1

⌘ 1 ( mod n)

=)
�
a�1

�n�1
⌘ 1 ( mod n)

⌘

=) (a)�1
2 Fe [n]

=) Fe [n]� (пiд)група.

А за теоремою Лагранжа у скiнченнiй групi

порядок кожної пiдгрупи дiлить порядок групи.

Звiдки випливає твердження теореми.

Теорема 6. 8n 2 N2 : n =
kQ

i=1
p↵i
i , 8i : pi 2

2 P ^ ↵i 2 N1.

#Fe [n] =
kY

i=1

gcd (n� 1, pi � 1) .

Число Кармайкла � це таке складене чи-

сло, що

#Fe [n] = #Z⇤

n.

Теорема 7 (Теорема Кармайкла). 8n 2

2 Nodd\P :

#Fe [n] = #Z⇤

n ()
8
>><

>>:

n =
kQ

i=1
pi, k � 3 ^ 8i : pi 2 P

^8i, j : i 6= j =) pi 6= pj .
8i : (pi � 1) | (n� 1)

Доведення. n :=
kQ

i=1
p↵i
i , 8i : pi 2 P ^ ↵i 2

2 N1. За теоремою про розклад мультиплiка-

тивної групи кiльця лишкiв за модулем n:

Z⇤

n w Z⇤

p1
↵1
i

⇥ . . .⇥ Z⇤

p
↵i
i

⇥ . . .⇥ Z⇤

p
↵k
k
.

8a 2 Z⇤

n : an�1
⌘ 1 ( mod n) =) 8i : 1 

 i  k : 8a 2 Z⇤

p
↵i
i

: an�1
⌘ 1 ( mod p↵i

i ).

8i : 1  i  k : 9ai 2 Z⇤

p
↵i
i

:

ord (ai) = #Z⇤

p
↵i
i

= ' (p↵i
i ) = (pi � 1) p↵i�1

i =)

(pi � 1) p↵i�1
i | (n� 1) .8

<

:

8i : (pi � 1) p↵i�1
i | (n� 1)

n =
kQ

i=1
p↵i
i

=) 8i :

⇢
0 = ↵i � 1
(pi � 1) | (n� 1)

.

В результатi вищевикладеного маємо:

8
<

:
n =

kQ
i=1

pi, i 6= j =) pi 6= pj ,

8i : (pi � 1) | (n� 1) .

() 8a 2 Z⇤

n : an�1
⌘ 1 ( mod n) .

Доведемо, що дiйсно k � 3.
Нехай k = 2 :8
<

:

n := p1 · p2, p1 6= p2,
n� 1 = p1 · (p2 � 1) + (p1 � 1) ,
8i : (pi � 1) | (n� 1) .

=)

✓⇢
(p2 � 1) | (p1 � 1)
(p1 � 1) | (p2 � 1)

=) p1 = p2

◆
.

Маємо суперечнiсть.
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Наслiдок з теореми Кармайкла.

#Carmichael = #N.

У 1912 р. американський математик Роберт

Кармайкл висунув гiпотезу, що чисел, названих

його iм’ям, є нескiнченно багато. У 1994 р. гiпо-

теза була доведена В. Альфордом, Г. Гранвiлем

та К. Померансом.

Користуючись асимптотичним наближен-

ням функцiї розподiлу простих чисел ⇡(n) ⇠
n

logn
та верхньою межею оцiнки кiлькостi чи-

сел Кармайкла

#Carmichael(·)n =

n · exp

✓
�k ·

(logn) log (log (logn))

log (logn)

◆
, k 2 R0<(·),

маємо

lim
n!1

#Carmichael(·)n

⇡(n)
=

lim
n!1

n · exp

✓
�k ·

(logn) log (log (logn))

log (log n)

◆

n

logn

=

lim
n!1

logn · (logn)

0

@�k·
(logn) log (log (logn))

log2 (logn)

1

A

=

= 0

lim
n!1

#Carmichael(·)n

#(N\P) =

lim
n!1

#Carmichael(·)n

n� ⇡(n)
= 0.

Тодi при достатньо великих числах можна

вважати

8n 2 (N\P) : Pr (n 2 Carmichael) ⇡ 0

^ Pr (n 2 (N\ (Carmichael [ P))) ⇡ 1.

З попереднього випливає

n 2 (N\P) : Pr (#Fe [n] = #Z⇤

n) ! 0

^Pr

✓
#Fe [n] 

1

2
·#Z⇤

n

◆
! 1, n ! 1.

Тепер можемо запропонувати алгоритм те-

сту на простоту, що спирається на Малу теоре-

му Ферма.

Тест Соловея–Штрассена

Символ Лежандра � функцiя

✓
(·)

(··)

◆

L

:

N⇥ P ! {0,�1,+1}, яка визначається так:

✓
a

p

◆

L

7!

8
>>><

>>>:

0, a ⌘ 0 ( mod p) ;

1, 9x 2 N : x2
⌘ a ( mod p)

^ a 6⌘ 0 ( mod p) ;

�1, @x 2 N : x2
⌘ a ( mod p) .

Символ Якобi � функцiя

✓
(·)

(··)

◆

J

: N ⇥

⇥ Nodd ! {0,�1,+1}, яка визначається так:

n :=
kY

i=1

p↵i
i , 8i : pi 2 (P\ {2}) ^ ↵i 2 N1

⇣a
n

⌘

J
7!

8
<

:

0, gcd (a, n) > 1;
kQ

i=1

✓✓
a

pi

◆

L

◆↵i

, gcd (a, n) = 1.

Далi для простоти будемо використовувати

одне позначення:

✓
(·)

(··)

◆
. Бо символ Якобi про-

довжує символ Лежандра на Nodd.

Теорема 8. 8n 2 Nodd : n 2 P

() 8a 2 Z⇤

n : a
n�1
2 ⌘

⇣a
n

⌘
( mod n) .

Доведення. • n 2 P =) 8a 2 Z⇤

n : a
n�1
2 ⌘⇣a

n

⌘
( mod n) . Iмплiкацiя випливає з

критерiю Ойлера: 8p 2 P\ {2} : a
p�1
2 ⌘✓

a

p

◆
( mod p).

• n 2 P (= 8a 2 Z⇤

n : a
n�1
2 ⌘⇣a

n

⌘
( mod n) . Припустимо хибнiсть

зворотної iмлiкацiї:

9n 2 N\P : 8a 2 Z⇤

n : a
n�1
2 ⌘

⇣a
n

⌘
( mod n) .

Тодi an�1
⌘

⇣
a

n�1
2

⌘2
⌘

⇣a
n

⌘2
⌘

1 ( mod n).
Якщо an�1

⌘ 1 ( mod n) =) n 2

2 Carmichael. n :=
kQ

i=1
pi, 9b 2 N :

✓
b

p1

◆
⌘

�1 ( mod n) .
Згiдно з Китайською теоремою про
лишки:
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9↵ 2 Z⇤

n :

⇢
↵ ⌘ b ( mod p1) ,
8i 2 {2, . . . , k} : ↵ ⌘ 1 ( mod pi)

=)
⇣↵
n

⌘
=

kQ
i=1

✓
↵

pi

◆
=

✓
↵

p1

◆
= �1.

0

@

8
<

:
8a 2 Z⇤

n : a
n�1
2 ⌘

⇣a
n

⌘
( mod n) ,

9↵ 2 Z⇤

n :
⇣↵
n

⌘
= �1

=) ↵
n�1
2 ⌘ �1 ( mod n)

⌘

=)

8i 2 {2, . . . , k} : ↵
n�1
2 ⌘ �1 ( mod pi) .

Отримали суперечнiсть, бо 8i 2

2 {2, . . . , k} : ↵ ⌘ 1 ( mod pi).

Псевдопросте число Ойлера n у базi a
� число, яке задовiльняє властивостi

a
n�1
2 ⌘

⇣a
n

⌘
( mod n) .

Розглянемо множину класiв рiвностi чисел

за модулем n:

Eu [n] :=
n
a 2 Z⇤

n | a
n�1
2 ⌘

⇣a
n

⌘
( mod n)

o
.

Теорема 9. 8n 2 N2\P

#Eu [n] 
1

2
·#Z⇤

n.

Доведення. 1 ⌘ 1
n�1
2 ⌘

✓
1

n

◆
( mod n) ;

8
>>>>>><

>>>>>>:

8a 2 Z⇤

n : a
n�1
2 ⌘

⇣a
n

⌘
( mod n)

8b 2 Z⇤

n : b
n�1
2 ⌘

✓
b

n

◆
( mod n)

8m 2 Nodd : 8 {x, y} ⇢ Z :⇣x · y

m

⌘
=
⇣ x

m

⌘
·

⇣ y

m

⌘

=)

(a · b)
n�1
2 ⌘ (a)

n�1
2 · (b)

n�1
2

⌘

⇣a
n

⌘
·

✓
b

n

◆
⌘

✓
a · b

n

◆
( mod n) .

Маємо: Eu [n] � пiдгрупа в Z⇤

n.

На основi теореми:

n 2 Nodd\P :
8m 2 Nodd : m 2 P ()

8x 2 Z⇤

m : x
m�1

2 ⌘

⇣ x

m

⌘
( mod m) =)

9c 2 Z⇤

n : c
n�1
2 6⌘

⇣ c

n

⌘
( mod n) .

Маємо: #Eu [n] 6= #Z⇤

n.

А за теоремою Лагранжа у скiнченнiй групi

порядок кожної пiдгрупи дiлить порядок групи.

Звiдки випливає твердження теореми.

Наведемо деякi властивостi :

• n 2 (Nodd\P) : 8a 2 Z⇤

n 8b 2

2 Z⇤

n : {a, b} ✓ Eu [n] =)�
a · b, a · b�1, a�1

· b
 
✓ Eu [n]

• n 2 (Nodd\P) : 8a 2 Z⇤

n : a 2

2 Fe [n] =) a 2 Eu [n]

• n 2 (Nodd\P) : Eu [n]
group
 Z⇤

n

Тепер можемо запропонувати алгоритм те-

сту на простоту, що використовує поняття псев-

допростого числа Ойлера та в лiтературi часто

згадується як алгоритм Соловея–Штрассена.

На вiдмiну вiд тесту, що спирається на Малу

теорему Ферма, цей алгоритм розпiзнає числа

Кармайкла.

Тест Мiлера–Рабiна

Цей тест за часом походження та широтою

використання можна назвати класичним, його

запропонував у 1980 роцi Мiхаель Рабiн у стат-

тi [2].

Строго псевдопросте число n у базi a,
1 < a < n� 1, a 2 N � число n > 3, для якого

gcd (a, n) = 1 ^
�
ad ⌘ 1 ( mod n)

_ ad·2
r

⌘ �1 ( mod n)
⌘
,

де n� 1 = 2s · d, 0  r < s.
Свiдок простоти числа n � число a 2 N,

1 < a < n�1, таке, що n є сильно псевдопростим

числом у базi a.
Лжесвiдок простоти числа n � число a 2

2 Z⇤

n, таке, що

2

664

an�1
6⌘ 1 ( mod n) ;2

4

�
8k 2 N : ak 6⌘ �1 ( mod n)

�
;

(9p 2 P : p|n : 8k 2 Np�2 :
ak 6⌘ 1 ( mod p) ^ ap�1

⌘ 1 ( mod p)
�
.

Теорема Рабiна, яка є основою рандомi-

зованого алгоритму, спирається на ряд таких

тверджень.

Теорема 10. Добуток свiдка та лжесвiдка
простоти числа n 2 N>1 не є свiдком просто-
ти того самого числа, тобто
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8w 2 WP (n) , 8f 2 FWP (n) :

wf ( mod n) /2 WP (n) ,

або, в iншiй формi, WP (n)
T
f · WP (n) = ;.

Доведення.


fn�1
6⌘ 1 ( mod n) ,

fn�1
⌘ 1 ( mod n) .

• fn�1
6⌘ 1 ( mod n) =) (wf)n�1

6⌘

wn�1 ( mod n). w 2 WP (n)
def
=) wn�1

⌘

1 ( mod n), тодi (wf)n�1
6⌘ 1 ( mod n)

та вiдповiдно wf ( mod n) /2 WP (n).

•

8
>><

>>:

fn�1
⌘ 1 ( mod n)

8k 2 N : ak 6⌘ �1 ( mod n)
8k 2 N : ak 6⌘ �1 ( mod n)
^ 9p 2 P : p|n : ap�1

⌘ 1 ( mod p)
n � 1 = 2s · d : k 2 Ns�1 :⇢

f2k·d
⌘ 1 ( mod n)

P 3 p|n
=) f2k·d

⌘

1 ( mod p) ⌘ fp�1
⌘ 1 ( mod p)⇢

f2k·d
⌘ 1 ( mod p)

fp�1
⌘ 1 ( mod p)

=) (p� 1) |
�
2k · d

�

8
<

:

(p� 1) 2 { k 2 N | 2|k }
d 2 { k 2 N | ¬2|k }
(p� 1) |

�
2k · d

� =) k � 1

fd
⌘ 1 ( mod p) =) fd

⌘ 1 ( mod n)⇢
gcd (w, n) = 1
P 3 p|n

=) gcd (w, p) = 1

8q 2 Nk(·)s : w2qd
⌘ 1 ( mod p) =)

w2qd
⌘ �1 ( mod p)

w 2 WP (n)
def
=) w2qd

⌘ 1 ( mod n), тодi

w2k�1d
⌘ ±1 ( mod n)

(wf)2
qd

⌘ 1 ( mod p)

(wf)2
qd

⌘ ±f2k�1d
6⌘ ±1 ( mod p)

та вiдповiдно wf ( mod n) /2 WP (n).

Теорема 11. Нехай p 2 P, n 2 N¬2|(·)

T
Np2|(·):

H =

⇢
1 +

k · n

p
| k 2 N0(·)p�1

�

H ✓ Z⇤

m, 8h 2 H\{1} : deg (h) = p.
Доведення. 8h1, h2 2 H : 9k1, k2 2 N0(·)p�1 :

h1 = 1 +
k1 · n

p
^ h2 = 1 +

k2 · n

p
✓
1 +

k1 · n

p

◆✓
1 +

k2 · n

p

◆
=

1 + (k1 + k2)
n

p
+ (k1k2)

n2

p2
=

1 + (k1 + k2)
n

p
+ (k1k2)

✓
n

p2

◆
⇥ n ⌘ . . .

⌘ 1 + (k1 + k2)
n

p
( mod n)

⌘ 1 + (k1 + k2) ·
n

p
+ ↵ · n ( mod n) ⌘ . . .

⌘ 1 + (k1 + k2 + ↵ · p) ·
n

p
( mod n)

⌘ 1 + (k1 + k2 ( mod p)) ·
n

p
( mod n) ,

де ↵ 2 Z виконала лише технiчну роль у до-

веденнi.

Теорема 12. Нехай a, b ✓ Z⇤

n, a 6= b, тодi

aWP (n)
\

bWP (n) = ;

() ab�1WP (n)
\

WP (n) = ;.

Доведення. Тут всi операцiї i перетворення в

групi Z⇤

n.

x 2 aWP (n)
T
bWP (n)

() 9wa, wb 2 WP (n) : x = a · wa = b · wb,
() 9wa, wb 2 WP (n) : xb�1 = ab�1

· wa = wb

() xb�1
2 ab�1

WP (n)
T

WP (n)

Очевидно, @x : x 2 aWP (n)
T
bWP (n) ()

@y : y 2 ab�1
WP (n)

T
WP (n).

Теорема 13. Нехай n 2 N, p 2 P : n|p2, тодi

#WP (n) 
' (n)

p
.

Доведення. Нехай: H =

⇢
1 +

k · n

p
| k 2 N0(·)p�1

�
,

p 2 P, n 2 N¬2|(·)

T
Np2|(·),H ✓ Z⇤

m, 8h 2

2 H\{1} : deg (h) = p.
p|n =) p - (n� 1)
8h 2 H\{1} : hn�1

6⌘ 1 ( mod n) =) h 2

2 FWP (n) .
Згiдно з лемою, яка стверджує, що

WP (n)
T
f · WP (n) = ;:

8h1, h2 2 H : h1 6= h2 :

h1h
�1
2 WP (n)

\
WP (n) = ;

=) h1WP (n)
\

h�1
2 WP (n) = ;.

8h 2 H : hWP (n) 2 Z⇤

n :

(
#

S
h2H

hWP (n)  #Z⇤

n = ' (n)

h1WP (n)
T
h�1
2 WP (n) = ;

=) #
[

h2H

hWP (n) = p ·#WP (n)  ' (n)
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Отримали те, що необхiдно було довести:

#WP (n) 
' (n)

p
.

8x 2 Z⇤

n : xWP (n) =
= { (x · w) 2 Z⇤

n | 9w 2 WP (n) } =) #xWP (n) =
= #WP (n)

Теорема 14. 8n 2 N(9<(·))^(2-(·)), n :=

=
kQ

i=1
pi, 8i : pi 2 P, 8i < j : pi > pj (тобто n,

вiльне вiд квадратiв):

k > 1 =) #WP (n) 
' (n)

4
.

( k = 1 =) #WP (n) = ' (n). )
Доведення. Згiдно з Китайською теоремою
про лишки та теоремою про iснування ге-
неруючого елемента в Z⇤

p iснують a1, a2 2 Z⇤

n:

8i 2 {1, . . . , n} \ {2} : a1 ⌘ 1
�

mod pi
�

_ ord
⇥
Z⇤

p1

⇤
(a1) = p1 � 1,

8i 2 {1, . . . , n} \ {1} : a2 ⌘ 1
�

mod pi
�

_ ord
⇥
Z⇤

p2

⇤
(a2) = p2 � 1.

Далi, 8i 2 {1, 2} :

ai ⌘ 1
�

mod
n

pi

�

=) 8j 2 N : (ai)
j
⌘ 1

�
mod

n

pi

�
,

=) 8j 2 N : (ai)
j
6⌘ �1

�
mod n

�
.

Тодi {a1, a2} ✓ FWP (n).
• k = 2: 9j 2 N : =)

(a1a2)
j
⌘ 1

�
mod n

�

=) (a1a2)
j
⌘ 1

�
mod p1

�
,

=) (a1a2)
j
⌘ 1

�
mod p1

�
,

=) (p1 � 1) |j.

⇢
n� 1 = p2p1 � 1 = p2 (p1 � 1) + p2 � 1
p2 < p1

=)

n� 1 < p1.
Маємо (a1a2)

n�1
6⌘ 1

�
mod n

�
та вiдповiд-

но (a1a2) 2 FWP (n) .

• k > 2: (a1a2) ⌘ 1
�

mod
n

p1p2

�
=) 9j 2

2 N : (a1a2)
j
⌘ 1

�
mod

n

p1p2

�

(a1a2) ⌘ 1
�

mod
n

p1p2

�

=) 9j 2 N : (a1a2)
j
⌘ 1

�
mod

n

p1p2

�
,

=) 9j 2 N : (a1a2)
j
6⌘ �1

�
mod n

�
,

=) (a1a2) 2 FWP (n) .

Згiдно з лемою: 8 {↵,�} {↵,�} ✓

{WP (n) , a1WP (n) , a2WP (n) , (a1a2)WP (n)} :

↵ 6= � =)

8
<

:

↵ \ � = ;,
#↵ = #�,
↵ [ � ✓ Z⇤

n.

Маємо,

#(WP (n) [ a1WP (n) [ a2WP (n) [ (a1a2)WP (n))

= 4·#WP (n)  #Z⇤

n = ' (n) =) #WP (n) 
' (n)

4
.

Для 8p 2 P : #WP (p) = ' (p) = p � 1. Тодi

для 8n 2 N(9<(·))^(2-(·)) : #WP (n) 
' (n)

4



n� 1

4
.

Наслiдок теореми Рабiна.

8n 2 N(9<(·))^(2-(·)), 8b 2 N(·)<n :

8
>>>>>><

>>>>>>:

n 2 P : Pr (b 2 WP (n)) = 1,

n /2 P : Pr (b 2 WP (n)) 

✓
' (n)

4

◆

n� 2



�
n�2
4

�

n� 2
=

1

4
.

Маємо , що Pr (n 2 P ^ b 2 WP (n)) = 1�
1

4
=

=
3

4
.

Рандомiзований алгоритм Рабiна перевiрки

числа на простоту полягає у випадковому ви-

борi числа 1 < b < n i класифiкацiї його як

елемента однiєї з множин WP (n) або FWP (n).
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Тест Люка

Числа Фiбоначчi Fn, n 2 N0 � це рекурентна

послiдовнiсть:

F0 = 0, F1 = 1, 8n 2 N2 : Fn+2 = Fn + Fn+1.

{Fn}
1

0 =
{0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34, 55, 89, 144, . . . }.
Числа Люка Ln, n 2 N0 -

L0 = 2, L1 = 1, 8n 2 N2 : Ln = Ln�1 + Ln�2.

{Ln}
1

0 = {2, 1, 3, 4, 7, 11, 18,
29, 47, 76, 123, . . . }.
Зв’язок мiж числами Люка та Фiбоначчi:

Ln = Fn�1 + Fn+1 = Fn + 2Fn�1 = Fn+2 � Fn�2;
Lm+n = Lm+1Fn + LmFn�1;

F2n = LnFn;

Fn =
Ln�1 + Ln+1

5
.

Розглянемо множину рекурентних послiдов-

ностей, що мають характеристичне рiвняння ви-

гляду

x2
� ax+ b = 0,

яке визначає рекурентну послiдовнiсть ви-

гляду: yn+2 = a · yn+1 � b · yn.

Дискримiнант цього рiвняння D = a2 � 4b, а

його коренi позначимо через ↵ та �:

8
><

>:

↵ =
a+

p
D

2
;

� =
a�

p
D

2
.

=)

8
<

:

↵+ � = a;
↵� � =

p
D;

↵ · � = b.
.

Визначимо двi послiдовностi

Un (a, b) :=
↵n

� �n

↵� �
=

n�1P
k=0

↵k�n�k�1;

Vn (a, b) := ↵n + �n;

Un (a, b) та Vn (a, b) будуть рекурентними по-

слiдовностями вигляду yn+2 = a · yn+1 � b · yn,

а ↵ та � � коренями характеристичного много-

члена, якщо

⇢
U0 (a, b) := 0
U1 (a, b) := 1

;

⇢
V0 (a, b) := 2
V1 (a, b) := a

.

Тодi вiдповiдно 8n 2 N2 : Uk (a, b) :=
= aUk�1 (a, b) � bUk�2 (a, b) ; Vk (a, b) :=
= aVk�1 (a, b)� bVk�2 (a, b).

Послiдовностi Люка � пара полiдовно-

стей U (a, b) := {Uk (a, b)}k2N0
, V (a, b) :=

= {Vk (a, b)}k2N0
, якi залежать вiд двох паре-

метрiв a та b. Окремими реалiзацiями таких є

наступнi послiдовностi:

- числа Фiбоначчi, {Fn}
1

0 = U (1,�1);
- числа Люка, {Ln}

1

0 = V (1,�1);
- числа Пелля, як U (2,�1) =

=

(�
1 +

p
2
�k

�
�
1�

p
2
�k

2
p
2

)

k2N0

= {0, 1, 2, 5, 12, 29, 70, 169,
408, 985, 2378, . . . }.

- числа Пелля-Люка, як V (2,�1) =

=
n�

1 +
p
2
�k

+
�
1�

p
2
�ko

k2N0

= {2, 2, 6, 14, 34, 82, 198, 478, 1154, . . . }.
- числа Мерсена, як U (3, 2) =

�
2k � 1

 
k2N0

= {0, 1, 3, 7, 15, 31, 63, 127, 255, 511, . . . }.
- послiдовнiсть чисел V (3, 2) =

�
2k + 1

 
k2N0

= {2, 3, 5, 9, 17, 33, 65, 129, 257, 513, . . . }.
Однiєю з найвiдомiших робiт iз послiдовно-

стей Люка з точки зору проблеми простих числе

є [10].

Теорема 15 (Теорема Люка). 8 {a, b} ⇢ N :
D = a2 � 4b 6= 0 :

8p 2 P\ {2} :

8
<

:

p - b✓
D

p

◆
= �1

=) p|Up+1 (a, b) .

Наслiдок з теореми 15. 8n 2 Nodd :8
>><

>>:

n - b✓
Da,b

n

◆
= �1

n - Un+1 (a, b)

=) n 2 N\P.

Псевдопросте число Люка n iз параме-

трами (Da,b, a, b) � число, яке задовiльняє вла-

стивостi

8
>><

>>:

n - b,✓
Da,b

n

◆
= �1,

n|Un+1 (a, b) .

=: lprpa, b (n) .

Визначимо множину псевдопростих чисел

Люка:

Lua,b [n] :=
�
n 2 N | lprpa, b (n)

 
.

Наступну теорему iнодi називають �Малою

теоремою Ферма� для послiдовностей Люка.

Теорема 16. 8n 2 Nodd : " (n) :=

✓
Da,b

n

◆
,

� (n) := n� " (n)

⇢
n 2 P
gcd (n, b) = 1

=) U�(n) (a, b) ⌘ 0 ( mod n) .
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Зауваження до Теореми 16. При вико-

наннi умов цiєї теореми та 9n 2 Nodd\P :
U�(n) ⌘ 0 ( mod n).

У статтi [10] рекомендується уникати ситуа-

цiї, коли

✓
Da,b

n

◆
= 1, та обирати такi параме-

три, щоб

✓
Da,b

n

◆
= �1. Що випливає з практи-

ки обчислень, яка дає пiдстави висувати гiпо-

тезу про таке: щiльнiсть множини баз, за яки-

ми складенi числа є псевдопростими, є бiльшою

для випадкiв

✓
D

n

◆
= 1, нiж при

✓
D

n

◆
= �1.

Також у тiй самiй роботi рекомендуються та-

кi два шляхи зробити це:

• Нехай D � перший елемент послiдовностi

5, -7, 9, -11, 13,... 5+2k · (�1)k,... такий, що✓
D

n

◆
= �1.

Тодi покладемо: a = 1, b =
1�D

4
.

• Нехай D � перший елемент послiдовностi

5, 9, 13, 17, 21,... 5+4k,... такий, що

✓
D

n

◆
=

= �1.
Тодi покладемо:

a = min
n
k 2 Nodd | k >

p

D
o
,

b =
a2 �D

4
.

На основi викладеного можна запропонува-

ти два тести. Треба мати на увазi, що

• у випадку

✓
D

n

◆
= 0 число n є складене;

• у випадку, якщо
p
n 2 N, то

✓
D

n

◆
> �1,

тому при деяковому пороговому повторен-

нi

✓
D

n

◆
= 1 для перших значень D iз за-

пропонованих вище послiдовностей необхi-

дно перевiрити цю можливiсть, бо у разi ї ї

реалiзацiї алгоритм може досить довго пе-

ребирати значення, допоки не настане си-

туацiя

✓
D

n

◆
= 0.

Цей спосiб тестування чисел має надзвичай-

но важливе значення, однак як окремий алго-

ритм майже нiколи не використовується, а є

складовою частиною комбiнованих алгоритмiв

перевiрки на простоту. Про це буде сказано да-

лi.

Комбiнованi тести

Цiлком очевидно, що будь-якi тести можна

комбiнувати один з одним, очiкуючи отримати

з певної точки зору кращi результати.

Найпоширенiшими та найважливiшими у

цьому контекстi є комбiнованi тести з викори-

станням послiдовностей Люка. При невеликiй

алгоритмiчнiй складностi вони дають резуль-

тати з надзвичайно високою ймовiрнiстю, а до

певних досить великих чисел дають точно пра-

вильний результат. Тому при обмеженнях на ве-

личину числа, яка в багатьох практичних ви-

падках не є фактором, що обмежує застосува-

ння, можуть розглядатися як детермiнованi в

сенсi точностi результату. Однак можуть зберi-

гати пробабалiстичний характер в сенсi часу ви-

конання.

Найпростiшим випадком i найочевиднiшим

буде поєднати тест Ферма з використанням по-

слiдовностей Люка типу A або B. Найпростiшим

випадком тут буде зафiксувати основу в тестi

Ферма, тобто зробити його детермiнованим, i

покласти a = 2. Це дасть найкращi можливостi

з використання швидких алгоритмiв пiднесення

числа в степiнь за модулем. При цьому сам тест

у цiлому буде рандомiзованим, бо частина його,

де використовуються послiдовностi Люка, буде

пробабалiстичною.

Дуже важливим та цiкавим прикладом є по-

єднання тестiв Мiлера–Рабiна та Люка. Iснує

така гiпотеза [3]:

Гiпотеза. 8n 2 Nodd :

8
>><

>>:

9a 2 N1<(·)<n�1 : Strong pseudoprime (n, a)
9 {a, b} 2 N :
Lucas pseudoprime of type A (n)
_Lucas pseudoprime of type B (n)

=) n 2 P.

Доведення досi нiким не знайдено.

На практицi вiдомо, що жодне складене чи-

сло, менше за 264, не пройде цей тест.
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O. Kozachok

RANDOMIZED PRIMALITY TESTS

Randomization and probabilistic approach in the algorithms development occupy prominent place.
Due to limited computing resources and complexity many tasks in some cases it’s impossible to obtain
accurate results or it’s too costly, so the results may contain some uncertainty. There are also cases
when the indeterminacy of the algorithm is its advantage, for example in cryptography problems, or a
useful characteristic: in simulations of processes containing undefined parameters.

In this paper, we consider the basic concepts and statements concerning randomized algorithms for
checking numbers for simplicity, we present the necessary theorems.

Keywords: algorithms, prime numbers, randomized algorithms, primality tests.
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