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ГРАФIВ

Роботу присвячено оберненим спектральним задачам для зважених графiв. Наведено верхню
оцiнку спектрального вiдновлюючого числа для дерев та унiциклiчних графiв.
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Вступ

Ñïåêòðàëüíà òåîðiÿ ãðàôiâ � ñó÷àñíà ðîçâè-
íåíà ãàëóçü ìàòåìàòèêè ç ÷èñëåííèìè ðåçóëüòà-
òàìè òà îáøèðíèìè ìîæëèâîñòÿìè çàñòîñóâàíü
(äèâ. [1]). Ðiçíîìàíiòíi çàäà÷i âiäíîâëåííÿ äëÿ
ãðàôiâ ïîñiäàþòü çíà÷íå ìiñöå â ñïåêòðàëüíié
òåîði¨ ãðàôiâ (äèâ. [2] � [4]). Ðîáîòó ïðèñâÿ÷å-
íî ñïåêòðàëüíèì çàäà÷àì äëÿ çâàæåíèõ ãðàôiâ,
òîáòî ãðàôiâ ç çàäàíîþ äîäàòíîþ ôóíêöi¹þ íà
ìíîæèíi ðåáåð. Äîñëiäæóþòüñÿ îáåðíåíi çàäà-
÷i � âiäíîâëåííÿ âàãè íà ìíîæèíi ðåáåð ãðàôà
çà ñïåêòðàëüíèìè äàíèìè ãðàôà òà éîãî ïiä-
ãðàôiâ. Çðîáëåíî îãëÿä îñíîâíèõ ïîíÿòü, òâåð-
äæåíü ñïåêòðàëüíî¨ òåîði¨ çâàæåíèõ ãðàôiâ òà
óçàãàëüíåíî ôîðìóëè Øâåíêà (Òåîðåìà 3), ÿêi
¹ çðó÷íèì iíñòðóìåíòîì ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi îáåð-
íåíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷. Äëÿ îáðàíèõ êëàñiâ
ãðàôiâ ç'ÿñîâàíî, ñïåêòðè ÿêî¨ êiëüêîñòi ïiäãðà-
ôiâ îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòü âàãè.

Прямi спектральнi задачi для зважених

графiв

Основнi означення теорiї графiв. Ìè
ââàæà¹ìî, ùî ÷èòà÷ çíàéîìèé ç òåðìiíîëî-
ãi¹þ òåîði¨ ãðàôiâ, çîêðåìà ç òåðìiíàìè: âåð-
øèíè òà ðåáðà ãðàôà, ñóìiæíi âåðøèíè, iíöè-
äåíòíi âåðøèíà òà ðåáðî, ñòåïiíü âåðøèíè, ïî-
ðÿäîê ãðàôà, ëàíöþã, çâ'ÿçíèé ãðàô, êîìïîíåí-
òè çâ'ÿçíîñòi ãðàôà, öèêë, äåðåâî òîùî. Äåòàëü-
íî îçíàéîìèòèñÿ ç îñíîâàìè òåîði¨ ãðàôiâ ÷èòà÷
ìîæå, íàïðèêëàä, çà êíèãîþ [5].

Íàäàëi â öié ñòàòòi ïiä òåðìiíîì «граф» ìè
ðîçóìi¹ìî âïîðÿäêîâàíó ïàðó ìíîæèí (𝑉,𝐸), äå
𝑉 � ìíîæèíà âåðøèí, ùî ¹ íåïîðîæíüîþ i ñêií-
÷åííîþ, à 𝐸 � äîâiëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè
𝑉 (2), 𝑉 (2) � ìíîæèíà âñiõ äâîõåëåìåíòíèõ ïi-
ìíîæèí (íåâïîðÿäêîâàíèõ ïàð ðiçíèõ åëåìåí-
òiâ) ìíîæèíè 𝑉 .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ, ÿêi íàäàëi áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè ó ðîáîòi:

� 𝐸(𝐺) � ìíîæèíà ðåáåð 𝐸 ãðàôà 𝐺.
� 𝑉 (𝐺) � ìíîæèíà âåðøèí 𝑉 ãðàôà 𝐺.
� (𝑢,𝑣) � ðåáðî, ùî ç'¹äíó¹ âåðøèíè 𝑢 i 𝑣.

Означення 1. Зваженим графом G íàçèâà-
þòü âïîðÿäêîâàíó ïàðó (𝐺,𝑤), äå 𝐺 � ãðàô, à
𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) � âàãîâà ôóíêöiÿ, òîáòî âiä-
îáðàæåííÿ ìíîæèíè 𝐸(𝐺) ó ìíîæèíó äîäàòíèõ
äiéñíèõ ÷èñåë.

Âàãó 𝑤(𝑒) ðåáðà 𝑒 áóäåìî ïîçíà÷àòè 𝑤𝑒.
Основнi означення з спектральної те-

орiї зважених графiв.

Означення 2. Матриця сумiжностi � öå
êâàäðàòíà ìàòðèöÿ:

𝐴(G) = ‖𝑎𝑖𝑗‖𝑛𝑖,𝑗=1, (1)

äå 𝑛 = |𝐺| � êiëüêiñòü âåðøèí ó ãðàôi,
𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝑖 � åëåìåíò ìàòðèöi, ùî äîðiâíþ¹ 0,

ÿêùî âåðøèíà 𝑖 òà 𝑗 íåñóìiæíi, àáî 𝑤𝑖𝑗 , ÷åðåç
𝑤𝑖𝑗 ïîçíà÷à¹ìî çíà÷åííÿ âàãè ðåáðà (𝑖,𝑗).

Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ¹ ñèìå-
òðè÷íîþ ìàòðèöåþ ç íóëÿìè íà ãîëîâíié äià-
ãîíàëi.
Означення 3. Точки спектра çâàæåíîãî ãðàôà
G � öå âëàñíi çíà÷åííÿ éîãî ìàòðèöi ñóìiæíî-
ñòi.

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ ñóìiæíîñòi ñèìåòðè÷íà,
òî ¨¨ ñïåêòð áóäå äiéñíèì.
Означення 4. Спектр ãðàôà 𝜎(G) � ñïåêòð
éîãî ìàòðèöi ñóìiæíîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ñïåêòð ãðàôà íå çàëåæèòü
âiä íóìåðàöi¨ âåðøèí òà ¹ iíâàðiàíòîì ãðàôà.

Äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi
ñóìiæíîñòi çâàæåíîãî ãðàôà áóäåìî âèêîðèñòî-
âóâàòè íàñòóïíå ïîçíà÷åííÿ:

𝑃G(𝜆) = |𝜆I−𝐴(G)|. (2)

Знаходження характеристичного

многочлена та визначника матрицi су-

мiжностi.
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Означення 5. Лiнiйний пiдграф графа 𝐺� ïiä-
ãðàô, êîìïîíåíòàìè çâ'ÿçíîñòi ÿêîãî ¹ òiëüêè
ðåáðà òà öèêëè. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝐻𝑘, äå 𝑘 =
= |𝐻𝑘|, òîáòî äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi âåðøèí.
Означення 6. Каркасний пiдграф графа 𝐺 �
ëiíiéíèé ïiäãðàô, ùî ìiñòèòü óñi âåðøèíè âèõi-
äíîãî ãðàôà.

Ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ, ÿêi âèêîðèñòîâó-
þòü ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè Õàðàði òà Çàõñà:
� 𝑝(𝐻𝑘) � êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ëiíié-
íîãî ïiäãðàôà 𝐻𝑘, ùî ìàþòü ïàðíó êiëüêiñòü
âåðøèí;
� 𝑟(𝐻𝑘) � êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ëiíié-
íîãî ïiäãðàôà 𝐻𝑘;
� 𝑐(𝐻𝑘) � êiëüêiñòü êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi ëiíié-
íîãî ïiäãðàôà 𝐻𝑘, ùî ¹ öèêëàìè;
� 𝑤(𝐻𝑘) � âàãà 𝐻𝑘, ÿêà ¹ äîáóòêîì óñiõ âàã
éîãî êîìïîíåíò çâ'ÿçíîñòi. ßêùî êîìïîíåíòà
çâ'ÿçíîñòi ìiñòèòü ëèøå îäíå ðåáðî (𝑖,𝑗), òî ¨¨
âàãà áóäå äîðiâíþâàòè 𝑤2

𝑖𝑗 , à ÿêùî ¹ öèêëîì, òî
¨¨ âàãà äîðiâíþ¹ äîáóòêó çíà÷åíü 𝑤𝑖𝑗 çà âñiìà
ðåáðàìè (𝑖,𝑗).

Теорема 1 (Õàðàði [6]). Визначник матрицi
сумiжностi довiльного зваженого графа G =
= (𝐺,𝑤) можна порахувати за такою форму-
лою:

det𝐴(G) =
∑︁
{𝐻𝑛}

(−1)𝑝(𝐻𝑛)2𝑐(𝐻𝑛)𝑤(𝐻𝑛). (3)

Теорема 2 (Çàõñà [7]). Якщо 𝑃G(𝜆) =
=

∑︀𝑛
𝑘=0𝑐𝑘𝜆

𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆
𝑛−1 + 𝑐2𝜆

𝑛−2 + ... +
+ 𝑐𝑛 — характеристичний многочлен графа
G = (𝐺,𝑤), то

(1) 𝑐1 = 0;

(2) 𝑐2 = −
∑︀

𝑒∈𝐸(G) 𝑤(𝑒)
2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘}(−1)𝑟(𝐻𝑘)2𝑐(𝐻𝑘)𝑤(𝐻𝑘)
для 𝑘 = 1,...,𝑛.

Òàêîæ çàïèøåìî òåîðåìó, ùî óçàãàëüíþ¹ òå-
îðåìóØâåíêà, ïîêàçó¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ñïå-
êòðîì çâàæåíîãî ãðàôà G i ñïåêòðîì éîãî ïiä-
ãðàôà, òîáòî ìiæ ¨õ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ìíîãî-
÷ëåíàìè.

Òàêîæ ïîðîæíié ãðàô äëÿ çðó÷íîñòi áóäåìî
ïîçíà÷àòè 𝐾0, i éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî-
÷ëåí 𝑃K0(𝜆) = 1.

Íàâåäåìî óçàãàëüíåííÿ ôîðìóëè Øâåíêà.
Теорема 3 ([8];[9]). Нехай 𝑣 — вершина зваже-
ного графа 𝐺, через 𝐶(𝑣) позначимо множину
циклiв, що мiстять 𝑣. Тодi

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)−
∑︁
𝑢 𝑣

𝑤2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆)−

−2
∑︁

𝑍∈𝐶(𝑣)

𝑤(𝑍)𝑃G−𝑉 (𝑍)(𝜆).
(4)

Наслiдок 4 ([8];[9]). (Розклад за висячою вер-
шиною).
Якщо вершина 𝑣 — висяча вершина графа G i 𝑢
та 𝑣 — сумiжнi вершини, то

𝑃G(𝜆) = 𝜆𝑃G−𝑣(𝜆)− 𝑤2
𝑢𝑣𝑃G−𝑣−𝑢(𝜆). (5)

Оберненi спектральнi задачi для

зважених графiв

Ïî÷íåìî ç ïîñòàíîâêè çàäà÷i.
Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó âiäíîâëåííÿ äëÿ

çâàæåíèõ ãðàôiâ: íåõàé íàì âiäîìèé ãðàô G, ìè
õî÷åìî îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè âàãîâó ôóíêöiþ 𝑤
çâàæåíîãî ãðàôà G = (𝐺,𝑤) çà ñïåêòðàìè ïåâ-
íèõ éîãî ïiäãðàôiâ.
Лема. Вiдновлення ваги для кожного ребра
зваженого графа G за спектрами його пiдгра-
фiв i вiдновлення за характеристичними мно-
гочленами цих пiдграфiв є еквiвалентними за-
дачами.

Доведення. Õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí 𝑃G

äîâiëüíîãî çâàæåíîãî ãðàôà G ìîæíà îäíîçíà-
÷íî âiäíîâèòè çà ñïåêòðîì i íàâïàêè, áî êîðåíi
ìíîãî÷ëåíà, ó ÿêîãî ñòàðøèé êîåôiöi¹íò äîðiâ-
íþ¹ îäèíèöi, îäíîçíà÷íî éîãî âiäíîâëþþòü.

Íåõàé 𝜎(G) = {𝜆1,𝜆2, ...,𝜆𝑛} � ñïåêòð çâàæå-
íîãî ãðàôà G, òî

𝑃G(𝜆) = (𝜆− 𝜆1)(𝜆− 𝜆2) · ... · (𝜆− 𝜆𝑛) =

=

𝑛∏︁
𝑖=1

(𝜆− 𝜆𝑖).
(6)

Вiдновлювальне спектральне число

𝑆𝑟𝑛(𝐺).
Означення 7. Породжений, або iндукований
пiдграф графа G � ïiäãðàô, óòâîðåíèé ïiäìíî-
æèíîþ âåðøèí ãðàôà G i óñiìà ðåáðàìè, ùî
ç'¹äíóþòü öi âåðøèíè.
Означення 8. Ïiäñïåêòð ãðàôà G � ñïåêòð
ïiäãðàôà.
Означення 9. Вiдновлювальне спектральне
число 𝑆𝑟𝑛(𝐺) � ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ñïåêòðiâ
iíäóêîâàíèõ ïiäãðàôiâ, çà ÿêèìè îäíîçíà÷íî
âiäíîâëþþòüñÿ âàãè ðåáåð âèõiäíîãî ãðàôà.

Âåðõíÿ ãðàíèöÿ äëÿ äîâiëüíîãî ãðàôà G:
𝑆𝑟𝑛(𝐺) äîðiâíþ¹ |𝐸(𝐺)|, áî áóäü-ÿêèé çâàæå-
íèé ãðàô ìîæíà âiäíîâèòè, çíàþ÷è ñïåêòðè
âñiõ ïiäãðàôiâ, ïîðîäæåíèõ ïàðàìè ñóìiæíèõ
âåðøèí ãðàôà.
Òîáòî 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)|.

Äëÿ êîæíîãî ãðàôà G âèíèêàþòü äâi çàäà÷i:
íàâåñòè ïðèêëàä ïiäñïåêòðiâ, çà ÿêèìè ìîæíà
çäiéñíèòè âiäíîâëåííÿ, òà çíàéòè âiäíîâëþâàëü-
íå ñïåêòðàëüíå ÷èñëî.
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Задача вiдновлення ваг для ланцюга.

Äëÿ çâàæåíîãî ãðàôà A𝑛 = (𝐴𝑛,𝑤), ÿêèé ¹ ëàí-
öþãîì, ðîçãëÿíåìî ïîñòàâëåíó çàäà÷ó.

Ïðîíóìåðó¹ìî éîãî âåðøèíè âiä 1 äî 𝑛, òîá-
òî 𝑉 (𝐴𝑛) = {1,2,...,𝑛}, i âåðøèíà 𝑘 ñóìiæíà ç
âåðøèíàìè 𝑘 − 1 i 𝑘 + 1 : ∀𝑘 ∈ {2,...,𝑛 − 1}.
Âàãó ðåáðà, ùî ç'¹äíó¹ 𝑖 òà 𝑖 + 1 âåðøèíè ∀𝑖 ∈
∈ {1,...,𝑛− 1}, ïîçíà÷èìî 𝑎𝑖.
A𝑘 = A𝑛 − {𝑘 + 1,...,𝑛}, 𝑃k ≡ 𝑃A𝑘

.

Рис. 1. A𝑛

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè 𝑛 = 2.
Äëÿ A2 : 𝜎(A2) = {−𝑎1,𝑎1} i 𝑃A2

= 𝜆2 − 𝑎21.
Î÷åâèäíî, ùî ç òàêîãî ñïåêòðà îäíîçíà÷íî âiä-
íîâëþþòüñÿ âàãè. Îñêiëüêè 𝑎21 = 𝑏, äå 𝑏� êîåôi-
öi¹íò ìíîãî÷ëåíà, ÿêèé âiäîìèé íàì çà óìîâîþ,
òî 𝑎1 =

√
𝑏, 𝑎1 > 0.

Приклад 1. Äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑛 ≥ 3 ìîæíà âiä-
íîâèòè çâàæåíèé ãðàô An çà ñïåêòðîì âñüîãî
ãðàôà 𝜎(A𝑛) i ïiäñïåêòðîì 𝜎(A𝑛−1).

Доведення. Çà iíäóêöi¹þ äîâåäåìî, ùî äëÿ âiä-
íîâëåííÿ âàã ãðàôà A𝑛, 𝑛 ≥ 3 äîñòàòíüî äâîõ
ïiäñïåêòðiâ: 𝜎(A𝑛), 𝜎(A𝑛−1).

База iндукцiї: 𝑛 = 3. Ìà¹ìî çà ôîðìóëîþ
Øâåíêà 𝑃3(𝜆) = 𝑥𝑃2(𝜆)−𝑎22𝜆, îñêiëüêè ñòàðøèé
êîåôiöi¹íò 𝑃2 äîðiâíþ¹ 1, òî çà éîãî êîðåíÿ-
ìè îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹òüñÿ i ìíîãî÷ëåí, îò-
æå îäíîçíà÷íî çíàõîäèòüñÿ 𝑎2, à çíàþ÷è ñïåêòð
A2, ìè ìîæåìî âiäíîâèòè i 𝑎1.

Iндукцiйний перехiд: 𝑛 − 1 → 𝑛. Çà Íàñëiä-
êîì 4

𝑃n(𝜆) = 𝑥𝑃n−1(𝜆)− 𝑎2𝑛−1𝑃n−2(𝜆),

ïðèðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè ïðè 𝜆𝑛−2 â îáîõ ÷à-
ñòèíàõ, çíàõîäèìî 𝑎𝑛−1, äàëi ìîæåìî âèðàçèòè
ìíîãî÷ëåí

𝑃n−2(𝜆) =
1

𝑎𝑛−1
2
(𝜆𝑃n−1(𝜆)− 𝑃n(𝜆)).

Îòæå, íàì âiäîìi 𝑃n−1 òà 𝑃n−2, çà iíäóêöié-
íèì ïðèïóùåííÿì, ìè ìîæåìî âiäíîâèòè ðå-
øòó âàã 𝑎1,...,𝑎𝑛−2. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî çà 𝑛 ≥
≥ 2 îäíîãî ñïåêòðà íåäîñòàòíüî, àäæå, ùîá âiä-
íîâèòè âñi âàãè, îáðàíèé ïiäãðàô ìà¹ ìiñòèòè
âñi ðåáðà, òîáòî áóòè ñàìèì 𝐴𝑛, àëå â öüîìó
âèïàäêó ñèìåòðè÷íîþ çàìiíîþ âñiõ âàã íà ðå-
áðàõ âiäíîñíî öåíòðó ãðàôà, òîáòî 𝑤(𝑘,𝑘 + 1) ↔
𝑤(𝑛− 𝑘,𝑛+ 1− 𝑘), îäåðæèìî ãðàô ç òèì ñàìèì
ñïåêòðîì, àëå iíøèìè âàãàìè â çàãàëüíîìó âè-
ïàäêó.

Задача вiдновлення ваг для графа–мете-

лика. Äëÿ çâàæåíîãî ãðàôà-ìåòåëèêà G, çî-
áðàæåíîãî íà ðèñ. 2, ðîçãëÿíåìî ïîñòàâëåíó
çàäà÷ó.

2

3

4
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Рис. 2. G — граф-метелик

Приклад 2. Çâàæåíèé ãðàô-ìåòåëèê ìîæíà
âiäíîâèòè çà òàêèìè ÷îòèðìà ïiäñïåêòðàìè:
𝜎((4,5)), 𝜎((2,3)), 𝜎(G− {5}), 𝜎(G).
Доведення. Çàïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íi ìíîãî-
÷ëåíè äëÿ ãðàôiâ G i G− {5}.

𝑃G(𝜆) = 𝜆5 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26)𝜆
3−

− 2𝜆2(𝑎1𝑎2𝑎3 + 𝑎4𝑎5𝑎6)+

+ (𝑎21𝑎
2
4 + 𝑎21𝑎

2
5 + 𝑎22𝑎

2
5 + 𝑎23𝑎

2
5 + 𝑎21𝑎

2
6)𝜆+

+ 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎
2
5 + 𝑎4𝑎5𝑎6𝑎

2
1)

𝑃G−{5}(𝜆) = 𝜆4 − 𝜆2(𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24)−
− 2𝑎1𝑎2𝑎3𝜆+ 𝑎21𝑎

2
4

Ñïåêòð ãðàôà-ðåáðà (4;5) âiäíîâëþ¹ 𝑎5.
Îñêiëüêè íàì âiäîìî, ÷îìó äîðiâíþ¹ êîåôiöi-
¹íò 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 çi ñïåêòðà G − {5} i 𝑎5,
òî ç êîåôiöi¹íòà õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëå-
íà âèõiäíîãî ãðàôà 𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 + 𝑎26
îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹ìî 𝑎6.

Çi ñïåêòðà G − {5} âiäîìî, ÷îìó äîðiâíþ¹
𝑎1𝑎2𝑎3. Ç êîåôiöi¹íòà (𝑎1𝑎2𝑎3 + 𝑎4𝑎5𝑎6) ñïåêòðà
G ìîæåìî çíàéòè çíà÷åííÿ 𝑎4𝑎5𝑎6. Îñêiëüêè
íàì âiäîìî 𝑎5, 𝑎1𝑎2𝑎3 i 𝑎4𝑎5𝑎6, ç (𝑎1𝑎2𝑎3𝑎

2
5 +

+ 𝑎4𝑎5𝑎6𝑎
2
1) îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹ìî 𝑎1.

Îñêiëüêè íàì âiäîìî 𝑎1, ç êîåôiöi¹íòà 𝑎21𝑎
2
4

îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹ìî 𝑎4. Äëÿ âiäíîâëåí-
íÿ âàã 𝑎2,𝑎3 òðåáà çíàòè ñïåêòð ãðàôà-ðåáðà
(2;3) àáî (1;3). Òîáòî òàêèé íàáið ïiäñïåêòðiâ
îäíîçíà÷íî âiäíîâëþ¹ âàãè âèõiäíîãî ãðàôà-
ìåòåëèêà.

Верхня оцiнка вiдновлювального спе-

ктрального числа для дерев.

Теорема 5. Нехай 𝐹 — довiльний зважений
граф, 𝑧 ∈ 𝑉 (𝐹 ) та 𝐻 — дерево з коренем 𝑦.
Граф Γ — об’єднання графiв 𝐹, 𝐻 та ребра,
що з’єднує вершини 𝑧 та 𝑦. Тодi за спектра-
ми Γ та всiх пiдграфiв виду Γ − v, де 𝑣 про-
бiгає 𝐶𝑉 (𝐻) — множина висячих вершин, вiд-
мiнних вiд кореня, можна вiдновити ваги на
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ребрах графа H, вагу на ребрi (𝑧,𝑦), а також
𝑃F,𝑃F−{𝑧}.
Доведення. Áóäåìî äîâîäèòè ìåòîäîì ìàòåìà-
òè÷íî¨ iíäóêöi¨ çà êiëüêiñòþ âåðøèí 𝑛 ãðàôà 𝐻.

База iндукцiї : 𝑛 = 1. Â öüîìó âèïàäêó ãðàô
𝐻 ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíi¹¨ âåðøèíè 𝑦. Ñêî-
ðèñòà¹ìîñÿ ðîçêëàäîì çà âèñÿ÷îþ âåðøèíîþ 𝑦
äëÿ ãðàôà Γ (äèâ. Íàñëiäîê 4):

𝑃Γ = 𝜆𝑃Γ−𝑦 − 𝑤2
𝑧𝑦𝑃Γ−𝑦−𝑧.

Îñêiëüêè 𝑃Γ, 𝑃Γ−𝑦 = 𝑃
F
� âiäîìi, òî ìîæíà

çíàéòè i 𝑤𝑧𝑦, 𝑃Γ−𝑦−𝑧 = 𝑃
F−𝑧.

Iндукцiйний перехiд : 𝑚 ≤ 𝑛− 1 → 𝑛.
Ðîçãëÿíåìî ãðàô 𝐻 ç 𝑛 âåðøèíàìè. Ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç 𝑦1, 𝑦2, ...,𝑦𝑘 � âåðøèíè ãðàôà 𝐻, ÿêi
ñóìiæíi ç âåðøèíîþ 𝑦. ×åðåç 𝐻1, 𝐻2,..., 𝐻𝑘 ïî-
çíà÷èìî êîìïîíåíòè çâ'ÿçíîñòi ãðàôà 𝐻−𝑦, ÿêi
ìiñòÿòü âiäïîâiäíî âåðøèíè 𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑘 (ç êîðå-
íÿìè 𝑦1,𝑦2,...,𝑦𝑘.)

Рис. 3

Çàóâàæèìî, ùî êiëüêiñòü âåðøèí ó ãðàôàõ
𝐻1, 𝐻2,...,𝐻𝑘 ñòðîãî ìåíøà çà 𝑛 òà 𝐶𝑉 (𝐻) =
= 𝐶𝑉 (𝐻1)

⋃︀
𝐶𝑉 (𝐻2)

⋃︀
...
⋃︀
𝐶𝑉 (𝐻𝑘).

Äëÿ êîæíîãî 𝑙 = 1,...,𝑘 ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝐹𝑙 =
= Γ−𝐻𝑙,Γ𝑙 = 𝐹𝑙

⋃︀
𝐻𝑙

⋃︀
(𝑧,𝑦) òà çàñòîñó¹ìî ïðè-

ïóùåííÿ iíäóêöi¨ äëÿ 𝑘 òðiéîê 𝐻𝑙, 𝐹𝑙,Γ𝑙, 𝑙 =
= 1,...,𝑘 (äëÿ ãðàôà 𝐹𝑘 áåðåòüñÿ âåðøèíà 𝑦), çà
ÿêèì ìè ìîæåìî âiäíîâèòè âàãè íà ðåáðàõ âñiõ
ãðàôiâ 𝐻1,𝐻2,...,𝐻𝑘 (à îòæå, 𝑃H1 ,...,𝑃H𝑘

), âà-
ãè íà ðåáðàõ (𝑦1,𝑦),(𝑦2,𝑦),...,(𝑦𝑘,𝑦), à òàêîæ 𝑃F𝑙

,
𝑃F𝑙−𝑦 äëÿ âñiõ 𝑙 = 1,...,𝑘.

Çàóâàæèìî, ùî 𝑃F𝑙−𝑦 = 𝑃F𝑃H1
· ... ·

𝑃H𝑙−1
𝑃H𝑙+1

· ... · 𝑃H𝑘
(â äîáóòîê íå âêëþ÷àâñÿ

𝑃H𝑙
), à îñêiëüêè 𝑃F𝑙−𝑦, 𝑃H1 ,...,𝑃H𝑘

� âiäîìi, òî
𝑃F òàêîæ ìîæíà çíàéòè.

Äàëi ñêîðèñòà¹ìîñÿ Òåîðåìîþ 3 äëÿ ãðàôà Γ
òà âåðøèíè 𝑦, ùî ìà¹ 𝑘 + 1 ñóìiæíó âåðøèíó:
𝑧, 𝑦1, 𝑦2,..., 𝑦𝑘.

𝑃Γ = 𝜆𝑃Γ−𝑦 − 𝑤2
𝑧𝑦𝑃Γ−𝑦−𝑧−

−𝑤2
𝑦1𝑦𝑃Γ−𝑦−𝑦1

− ...− 𝑤2
𝑦𝑘𝑦

𝑃Γ−𝑦−𝑦𝑘

.
Çàóâàæèìî, ùî

𝑃Γ−𝑦 = 𝑃F𝑃H1
· ... · 𝑃H𝑘

𝑃Γ−𝑦−𝑧 = 𝑃F−𝑧𝑃H1 · ... · 𝑃H𝑘

𝑃Γ−𝑦−𝑦𝑙
= 𝑃F𝑙−𝑦𝑃H𝑙−𝑦𝑙

Îòæå, ç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî
ìîæíà çíàéòè i 𝑤𝑧𝑦, 𝑃F−𝑧. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîâ-
íiñòþ äîâåëè iíäóêöiéíèé ïåðåõiä.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝑐𝑣(𝐺) êiëüêiñòü âèñÿ÷èõ
âåðøèí ãðàôà 𝐺.
Теорема 6. (оцiнка 𝑆𝑟𝑛 для дерев) Нехай G =
= (𝐺,𝑤) i граф G — дерево, тодi 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤
≤ 𝑐𝑣(𝐺), та для вiдновлення вагової функцiї 𝑤
достатньо знати спектри таких пiдграфiв: G
та всiх пiдграфiв вигляду G − 𝑣, де 𝑣 пробiгає
множину 𝐶𝑉 (𝐺).

Доведення. Ñïèðàþ÷èñü íà ïîïåðåäíþ òåîðåìó
5, ùîá äîâåñòè öþ òåîðåìó äëÿ çâàæåíîãî ãðàôà
G, äîñòàòíüî âçÿòè ÿê ãðàô 𝐹 ãðàô, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè 𝐴1, òà ÿê 𝐻 ãðàô 𝐺.

Äëÿ ñåði¨ ãðàôiâ öÿ îöiíêà ¹ òî÷íîþ, ÿê ïîêà-
çó¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ. Ó íüîìó âæèòî ïîçíà-
÷åííÿ K1,𝑛 äëÿ ãðàôà-çiðî÷êè íà 𝑛+1 âåðøèíi.
Теорема 7 ([8];[9]). 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛.

Верхня оцiнка вiдновлювального спе-

ктрального числа для унiциклiчного гра-

фа. Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé âèïàäîê, 𝐹 = 𝐶𝑛, i
ãðàô G � óíiöèêëi÷íèé, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 4.

Рис. 4

Çà Òåîðåìîþ 5, ìè âiäíîâëþ¹ìî âàãè íà ðå-
áðàõ ãðàôà 𝐻, âàãó íà ðåáði (𝑧,𝑦), à òàêîæ 𝑃F,
𝑃F−𝑧 çà ñïåêòðàìè G òà âñiõ ïiäãðàôiâ âèäó
G − 𝑣, äå 𝑣 ïðîáiãà¹ 𝐶𝑉 (𝐻). Íàì òàêîæ íåîá-
õiäíî âiäíîâèòè âàãè íà ðåáðàõ öèêëó. Îñêiëü-
êè ìè çíà¹ìî õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíîãî÷ëåí ëàí-
öþãà 𝑃F−𝑧, òî, çíàþ÷è õàðàêòåðèñòè÷íèé ìíî-
ãî÷ëåí 𝑃F−𝑧−𝑢, äå 𝑢 � ñóìiæíà âåðøèíà ç 𝑧,
ìè âiäíîâëþ¹ìî âàãè óñiõ ðåáåð, îêðiì òèõ, ÿêi
¹ iíöèäåíòíi ç âåðøèíîþ 𝑧. Îòæå, íàì ùå òðå-
áà çíàòè âàãó îäíîãî ç ðåáðà, ÿêå iíöèäåíòíå ç
âåðøèíîþ 𝑧, i ìè çìîæåìî âiäíîâèòè óñi âàãè
ãðàôà G. Òîáòî äëÿ òàêîãî ãðàôà G (äèâ. ðèñ.
4) 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.

Ðîçãëÿíåìî äðóãèé âèïàäîê, êîëè ìè ìà¹ìî
äåêiëüêà äåðåâ 𝐻𝑘, ùî ïðè¹äíàíi ÷åðåç ðåáðî-
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ìiñò äî öèêëó i ãðàô G � óíiöèêëi÷íèé, çîáðà-
æåíèé íà ðèñ. 5.

Рис. 5

Çàñòîñó¹ìî Òåîðåìó 5 𝑘 ðàçiâ, òîáòî äëÿ êî-
æíîãî 𝐹 = 𝐺 −𝐻𝑖 i äåðåâà 𝐻𝑖, 𝑖 ∈ {1,...,𝑘}. Ìè
âiäíîâëþ¹ìî âàãè íà ðåáðàõ ãðàôiâ H1,...,H𝑘,
âàãè íà ðåáðàõ (𝑧𝑖,𝑦𝑖), à òàêîæ 𝑃F,𝑃F−𝑧𝑖 çà ñïå-
êòðàìè G òà âñiõ ïiäãðàôiâ âèäó G − 𝑣, äå 𝑣
ïðîáiãà¹ 𝐶𝑉 (𝐻) = 𝐶𝑉 (𝐻1) ∪ ... ∪ 𝐶𝑉 (𝐻𝑘). Íàì
òàêîæ íåîáõiäíî âiäíîâèòè âàãè íà ðåáðàõ öè-
êëó, ÿêi ìè òî÷íî ìîæåìî âiäíîâèòè, çíàþ÷è
ùå 2 ïiäñïåêòðè, ùî ðîçïèñàíî ó ïîïåðåäíüî-
ìó ïóíêòi. Òîáòî äëÿ òàêîãî ãðàôà G (äèâ. ðèñ.
5) 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.

Ðîçãëÿíåìî òàêîæ òðåòié âèïàäîê, êîëè 𝐹 =
= 𝐶𝑛, ìè ìà¹ìî äåêiëüêà äåðåâ 𝐻𝑘 çi ñïiëüíîþ
âåðøèíîþ z, ÿêà íàëåæèòü öèêëó, i ãðàô G �
óíiöèêëi÷íèé, çîáðàæåíèé íà ðèñ. 6.

Рис. 6

ßê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó äëÿ êîæíîãî
𝐹 = 𝐺 − 𝐻𝑖 i äåðåâà 𝐻𝑖, 𝑖 ∈ {1,...,𝑘}, çàñòîñó¹-
ìî òåîðåìó 4 i âiäíîâèìî âàãè íà ðåáðàõ ãðà-
ôiâ H1,...,H𝑘, âàãè íà ðåáðàõ (𝑧,𝑦𝑖), à òàêîæ
𝑃F,𝑃F−𝑧 çà ñïåêòðàìè G òà âñiõ ïiäãðàôiâ âèäó
G − 𝑣, äå 𝑣 ïðîáiãà¹ 𝐶𝑉 (𝐻) = 𝐶𝑉 (𝐻1) ∪ ... ∪
𝐶𝑉 (𝐻𝑘). Íàì òàêîæ íåîáõiäíî âiäíîâèòè âàãè
íà ðåáðàõ öèêëó, ÿêi ìè òî÷íî ìîæåìî âiäíîâè-
òè çà äâîìà ïiäñïåêòðàìè, ùî ðîçïèñàíî ó ïåð-
øîìó ïóíêòi. Òîáòî äëÿ òàêîãî ãðàôà G (äèâ.

ðèñ. 6) 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.
Îá'¹äíàâøè ðåçóëüòàòè, îäåðæàíi ïðè ðîç-

ãëÿäi äðóãîãî òà òðåòüîãî âèïàäêó, îäåðæó¹ìî
íàñòóïíó òåîðåìó äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó.
Теорема 8. Для довiльного унiциклiчного гра-
фа G: 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 3.

Верхня оцiнка вiдновлювального спе-

ктрального числа для графа кактуса–

ланцюжка. Äëÿ äîâiëüíîãî çâàæåíîãî ãðàôà
êàêòóñà-ëàíöþæêà G, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 7,
ðîçãëÿíåìî ïîñòàâëåíó çàäà÷ó.

Рис. 7. G — граф кактус-ланцюг

Íåõàé åëåìåíòàìè ëàíöþãà ¹ ãðàôè 𝐹1,...,𝐹𝑛

i äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑖 ∈ {1,...,𝑛}:
𝐹𝑖 � öèêë 𝐶𝑚, äå 𝑚 ≥ 4, ∀𝑗 ∈ {1,...,𝑛 − 1}.
Ïðîíóìåðó¹ìî âåðøèíè, ùî íàëåæàòü ìíîæè-
íi âåðøèí 𝐹𝑗 i ìíîæèíi âåðøèí 𝐹𝑗+1, òîáòî
𝑉 (𝐹𝑗) ∩ 𝑉 (𝐹𝑗+1) = 𝑗. Òàêîæ âåðøèíè, ó ÿêèõ
ñòåïiíü äîðiâíþ¹ ÷îòèðüîì, íå ¹ ñóìiæíèìè.

Рис. 8

Ðîçòàøó¹ìî âåðøèíè 1,...,𝑛 i âåðøèíè 𝑣, 𝑤
ãîðèçîíòàëüíî ó ëiíiþ,
äå 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐹1) i âiäñòàíü âiä 𝑣 äî âåðøèíè 1 äîðiâ-
íþ¹ äâîì, 𝑤 ∈ 𝑉 (𝐹𝑛) i âiäñòàíü âiä 𝑤 äî âåðøè-
íè 𝑛 äîðiâíþ¹ äâîì. Ðîçiá'¹ìî 𝐹1,...,𝐹𝑛 íà âåðõ i
íèç (äèâ. ðèñ. 8). Áóäåìî ìàòè òàêi äâi ìíîæèíè
𝑉 𝑇 (𝐺) i 𝑉 𝐵(𝐺), äå 𝑉 𝑇 (𝐺) � ìíîæèíà âåðøèí,
ùî ðîçòàøîâàíi ó âåðõíié îáëàñòi, òîáòî çâåðõó
ëiíi¨, i 𝑉 𝐵(𝐺) � ìíîæèíà âåðøèí, ùî ðîçòàøî-
âàíi â íèæíié îáëàñòi, òîáòî çíèçó ëiíi¨.

Âèäàëèìî ç ãðàôà G âåðøèíè ç ìíîæèíè
𝑉 𝑇 (𝐺) i îòðèìà¹ìî ïiäãðàô � çâè÷àéíèé ëàí-
öþã 𝐴𝐵 , ùî ðîçòàøîâàíèé ó íèæíié îáëàñòi,
òà âèäàëèìî ç ãðàôà G âåðøèíè ç ìíîæèíè
𝑉 𝐵(𝐺) i îòðèìà¹ìî ïiäãðàô � çâè÷àéíèé ëàí-
öþã 𝐴𝑇 , ùî ðîçòàøîâàíèé ó âåðõíié îáëàñòi.

Òîäi çà òâåðäæåííÿì 1 ìè ìîæåìî âiäíîâè-
òè âàãè ðåáåð ïiäãðàôiâA𝐵 iA𝑇 , çíàþ÷è òàêîæ
ïiäñïåêòðè: 𝜎(A𝐵−𝑣) i 𝜎(A𝑇 −𝑣), äå 𝑣 � âèñÿ÷à
âåðøèíà ëàíöþãà 𝐴𝐵 i 𝐴𝑇 .

Îòæå, òàêèé ãðàô êàêòóñ-ëàíöþæîê (äèâ.
ðèñ. 7), ìîæíà âiäíîâèòè çà ÷îòèðìà ïiäñïå-
êòðàìè: 𝜎(A𝐵), 𝜎(A𝐵 − 𝑣), 𝜎(A𝑇 ), 𝜎(A𝑇 − 𝑣),
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i 𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ 4.

Загальнi оберненi спектральнi задачi для

зважених графiв

Загальне вiдновлювальне спектральне

число 𝑠𝑟𝑛(𝐺).
Означення 10. Загальне вiдновлювальне спе-
ктральне число 𝑠𝑟𝑛(𝐺) � ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü
ñïåêòðiâ ïiäãðàôiâ, ùî áóëè óòâîðåíi âèäàëåí-
íÿì ðåáåð, çà ÿêèìè îäíîçíà÷íî âiäíîâëþþòüñÿ
âàãè ðåáåð âèõiäíîãî ãðàôà.

Верхня оцiнка загального вiдновлю-

вального спектрального числа для графа–

кактуса. Äëÿ äîâiëüíîãî çâàæåíîãî ãðàôà-
êàêòóñà G, çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 9, i 𝐺 ̸= 𝐶𝑛

ðîçãëÿíåìî ïîñòàâëåíó çàäà÷ó.

Рис. 9. G — граф-кактус

Íåõàé 𝑐 � öå êiëüêiñòü öèêëiâ ó ãðàôi-
êàêòóñi. Âèäàëèìî 𝑐 ðåáåð, òîáòî îäíå ðåáðî ç
êîæíîãî öèêëó, ùî iíöèäåíòíèé âåðøèíi, ó ÿêî¨
ñòåïiíü áiëüøå àáî äîðiâíþ¹ òðüîì. Îòðèìà¹-
ìî äåðåâî 𝐻 i çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 4. Òîáòî çà
𝑐𝑣(𝐻) ïiäñïåêòðàìè, äå 𝑐𝑣(𝐻) � êiëüêiñòü âèñÿ-
÷èõ âåðøèí, ìîæíà âiäíîâèòè âàãè íà äåðåâi 𝐻.
I 𝑐𝑣(𝐻) äîðiâíþ¹ 𝑐𝑣(𝐺) + 𝑐, îñêiëüêè ç âèäàëåí-
íÿì ðåáðà ç îäíîãî öèêëó êiëüêiñòü âèñÿ÷èõ âåð-
øèí çáiëüøó¹òüñÿ íà 1, à ìè âèäàëÿ¹ìî ðåáðî 𝑐
ðàçiâ. Ùå òðåáà 𝑐 ïiäñïåêòðiâ, ùîá âiäíîâèòè 𝑐
ðåáåð, ÿêi ìè âèäàëèëè.

Îòæå, 𝑠𝑟𝑛(𝐺) ≤ 𝑐𝑣(𝐺) + 2𝑐.

Висновки

Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè äàþòü ÿâíi íàáî-
ðè ïiäãðàôiâ, çà ñïåêòðàìè ÿêèõ âiäíîâëþþ-
òüñÿ âñi âàãè ó âèïàäêó äåðåâ, óíiöèêëi÷íèõ ãðà-
ôiâ òà äåÿêèõ iíøèõ ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ ãðà-
ôiâ. Óçàãàëüíåíà ôîðìóëà Øâåíêà (Òåîðåìà 3)
¹ îñíîâíèì iíñòðóìåíòîì ïðè ðîçâ'ÿçàííi îáåð-
íåíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, i ïiäõiä ó öié ðîáîòi
ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèì äëÿ äîñëiäæåííÿ îáåð-
íåíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷àõ äëÿ iíøèõ êëàñiâ
çâàæåíèõ ãðàôiâ.
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O. Pylypiva, L. Tymoshkevych

INVERSE SPECTRAL PROBLEMS FOR WEIGHTED
GRAPHS

The paper is devoted to inverse spectral problems for weighted graphs. We give the sharp upper bound
for spectral reconstruction number of trees and unicyclic graphs.
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