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ЦЕНТРАЛЬНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА ДЛЯ КIЛЬКОСТI

РЕКОРДIВ У 𝐹 𝛼-СХЕМI

У цiй роботi розглянуто твердження, якi стосуються виконання центральної граничної те-
ореми (ЦГТ) для кiлькостi рекордiв у послiдовностi незалежних випадкових величин в рамках
𝐹𝛼-схеми рекордiв. Наведено методику знаходження точних асимптотичних виразiв для мате-
матичного сподiвання та дисперсiї, якими можна замiнити справжнi характеристики у ЦГТ.

Розглянуто конкретний приклад степенового зростання експонент 𝐹𝛼-схеми i побудовано
ЦГТ лише у термiнах моменту спостереження та степенi зростання.

У статтi є 4 теореми з повним доведенням. Теорема 1 пов’язує математичне сподiвання
та дисперсiю з накопиченою iнтенсивнiстю 𝐹𝛼-схеми. Теорема 2 встановлює виконання ЦГТ у
загальному виглядi, а теорема 4 – для конкретного випадку.

Ключовi слова: незалежнi однаково розподiленi випадковi величини, 𝐹𝛼-схема, рекорди, кiль-
кiсть рекордiв, центральна гранична теорема.

Вступ

Розглянемо послiдовнiсть {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} неза-
лежних однаково розподiлених випадкових ве-
личин, функцiя розподiлу яких є неперервною.
Тодi подiї типу {𝑋𝑖 = 𝑋𝑗} мають ймовiрнiсть 0,
якщо 𝑖 ̸= 𝑗. Нехай 𝐿(1) = 1. Для 𝑛 ≥ 2 означимо
рекурентно випадковi величини

𝐿(𝑛) = inf{𝑘 > 𝐿(𝑛− 1) : 𝑋𝑘 > 𝑋𝐿(𝑛−1)} (1)

вважаючи, що inf ∅ := +∞. Члени послiдовностi
𝐿 = {𝐿(𝑛), 𝑛 ≥ 1} називають моментами ре-
кордiв, побудованими за {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1}. Ми також
розглядаємо послiдовнiсть випадкових величин
𝜇 = {𝜇(𝑛), 𝑛 ≥ 1}, означену спiввiдношенням

𝜇(𝑛) = #{𝑘 : 𝐿(𝑘) ≤ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1. (2)

Зрозумiло, що 𝜇(𝑛) – це кiлькiсть рекордiв, що
трапились до моменту 𝑛 включно.

В роботi [10] вперше було розглянуто так
звану 𝐹𝛼-схему, яка будується за заданої фун-
кцiї розподiлу та послiдовностi додатних чисел
{𝛼𝑘}. Зрозумiло, що 𝐹𝛼𝑛(𝑥) є функцiєю роз-
подiлу для кожного 𝑛 ≥ 1. Сукупнiсть неза-
лежних величин {𝑋𝑛} називають 𝐹𝛼-схемою,
якщо функцiєю розподiлу випадкової величини
𝑋𝑛 є 𝐹𝛼𝑛(𝑥). Якщо всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою,
то 𝐹𝛼-схема – це сукупнiсть незалежних одна-
ково розподiлених випадкових величин. Якщо
ж не всi 𝛼𝑛 є рiвними мiж собою, то 𝐹𝛼-схема –
це узагальнення класичного випадку.

При вивченнi 𝐹𝛼-схеми корисними є допомi-
жнi випадковi величини

𝐼𝑘 =

{︃
1, якщо 𝑋𝑘 є рекордом,

0, у iншому випадку.

У роботi [7] доведено, що {𝐼𝑘} є незалежними
випадковими величинами (див. також [1]) з та-
кими ймовiрностями «успiху»

P(𝐼𝑘 = 1) = 𝑝𝑘 =
𝛼𝑘

𝐴𝑘
= 1− 𝐴𝑘−1

𝐴𝑘
,

де 𝐴0 = 0, 𝐴1 = 𝛼1, 𝐴𝑘 = 𝛼1 + · · · + 𝛼𝑘, 𝑘 ≥ 2.
Оскiльки 𝐼𝑘 – випадкова величина Бернуллi, то

E𝐼𝑘 = 𝑝𝑘, D𝐼𝑘 = 𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘) (3)

Звiдси випливає, що

E𝜇(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘, (4)

D𝜇(𝑛) =

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘). (5)

Зауваження 1. Якщо E𝜇(𝑛) – обмежене, то за
лемою Бореля–Кантеллi для подiй {𝐼𝑘 = 1} бу-
демо мати майже напевно скiнченну кiлькiсть
рекордiв, i тодi не зможемо говорити про асим-
птотики. Тому надалi E𝜇(𝑛) → ∞, що буде пiд-
тверджуватись iз контексту.

Асимптотика E𝜇(𝑛) та D𝜇(𝑛)

Теорема 1. Нехай 𝐴𝑛 → ∞, 𝑝𝑛 → 0, 𝑛 → ∞.
Тодi:

lim
𝑛→∞

E𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
= 1 lim

𝑛→∞

D𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
= 1

Доведення. Представимо E(𝜇(𝑛)−𝜇(𝑠)) у вигля-
дi наступної суми:

E(𝜇(𝑛)− 𝜇(𝑠)) =

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

𝑝𝑘 =

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

𝜆𝑘𝑔(𝜆𝑘),
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де 𝑔(𝑥) = 1−𝑒−𝑥

𝑥 , 𝜆𝑘 = ln
(︁

1
1−𝑝𝑘

)︁
. Запишемо на-

ступну послiдовнiсть нерiвностей:

E(𝜇(𝑛)− 𝜇(𝑠)) ≤ sup
𝑠<𝑘≤𝑛

(𝑔(𝜆𝑘))

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

𝜆𝑘 ≤

≤ sup
𝑠<𝑘

(𝑔(𝜆𝑘))

𝑛∑︁
𝑘=𝑠+1

𝜆𝑘 = sup
𝑠<𝑘

(𝑔(𝜆𝑘)) (ln𝐴𝑛 − ln𝐴𝑠) ,

де остання рiвнiсть випливає з 𝜆𝑘 = ln
(︁

𝐴𝑘

𝐴𝑘−1

)︁
.

Маємо:

E𝜇(𝑛)−E𝜇(𝑠)

ln𝐴𝑛 − ln𝐴𝑠
≤ sup

𝑠<𝑘
𝑔(𝜆𝑘) (6)

Аналогiчно, отримуємо оцiнку знизу:

inf
𝑠<𝑘

𝑔(𝜆𝑘) ≤
E𝜇(𝑛)−E𝜇(𝑠)

ln𝐴𝑛 − ln𝐴𝑠
(7)

Взявши верхню та нижню границi за 𝑛, врахо-
вуючи ln𝐴𝑛 → ∞, з (6) та (7) маємо:

inf
𝑠<𝑘

𝑔(𝜆𝑘) ≤ lim inf
𝑛→∞

E𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
≤

≤ lim sup
𝑛→∞

E𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
≤ sup

𝑠<𝑘
𝑔(𝜆𝑘)

Взявши границю за 𝑠 будемо мати:

lim inf
𝑘→∞

𝑔(𝜆𝑘) ≤ lim inf
𝑛→∞

E𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
≤

≤ lim sup
𝑛→∞

E𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
≤ lim sup

𝑘→∞
𝑔(𝜆𝑘)

При 𝑝𝑘 → 0 також 𝜆𝑘 → 0. Iснує границя

lim
𝑥→0

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→0

1− 𝑒−𝑥

𝑥
= 1

У пiдсумку, маємо рiвнiсть нижньої та верхньої
границь для 𝑔(𝜆𝑘) i наступну еквiвалентнiсть:

lim
𝑛→∞

E𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
= 1

Тi ж самi мiркування можна провести для

D𝜇(𝑛), лише ̃︀𝑔(𝑥) = 1−𝑒−𝑥

𝑥 𝑒−𝑥. Будемо мати:

lim
𝑛→∞

D𝜇(𝑛)

ln𝐴𝑛
= 1

Доведення завершено.

ЦГТ для 𝐹𝛼-схеми

Теорема 2. Нехай D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛 → ∞. Тодi:

𝜇(𝑛)−E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛)

⇒ 𝑁(0, 1)

Доведення. З’ясуємо виконання ЦГТ для 𝜇(𝑛),
перевiривши достатнi умови у формi Ляпунова:

∃𝛿 > 0 : lim
𝑛→∞

𝑛∑︀
𝑘=1

E |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘|2+𝛿

(︁√︀
D𝜇(𝑛)

)︁2+𝛿
= 0

Розглянемо 𝛿 = 1.

𝑛∑︀
𝑘=1

E |𝐼𝑘 − 𝑝𝑘|3

(D𝜇(𝑛))
3/2

=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝3𝑘(1− 𝑝𝑘) + (1− 𝑝𝑘)
3𝑝𝑘

(D𝜇(𝑛))
3/2

=

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)(𝑝
2
𝑘 + (1− 𝑝𝑘)

2)

(D𝜇(𝑛))
3/2

≤

𝑛∑︀
𝑘=1

𝑝𝑘(1− 𝑝𝑘)

(D𝜇(𝑛))
3/2

=
1√︀

D𝜇(𝑛)
→ 0, оскiльки D𝜇(𝑛) → ∞, 𝑛 → ∞.

Доведення завершено.
Далi нас буде цiкавити випадок, коли 𝑝𝑛 → 0.

Саме в ньому спостерiгаються цiкавi асимптоти-
ки. При цьому ми також вважаємо, що 𝐴𝑛 → ∞,
iнакше будемо мати лише скiнченну кiлькiсть
рекордiв майже напевно. Подальшою метою бу-
де замiна математичного сподiвання та диспер-
сiї на їх асимптотики, та явний пiдрахунок в
окремому випадку.

Розрахунок для степеневого зростання

Розглянемо випадок, коли 𝛼𝑘 = 𝑘𝑠, 𝑠 > −1.
Теорема 3.

∃𝐶𝑠 > 0 : |(𝑠+ 1) ln𝑛−E𝜇(𝑛)| < 𝐶𝑠, 𝑛 ≥ 1

Доведення. Спершу оцiнимо 𝐴𝑛 = 1𝑠 + · · · + 𝑛𝑠

для 𝑠 > 0. Порiвняємо зi значенням iнтеграла
вiд 𝑥𝑠. Розбивши iнтеграл на одиничнi iнтер-
вали, оцiнивши на них мiнiмальним та макси-
мальним значенням функцiю, маємо стандар-
тну оцiнку для iнтеграла:

𝑛−1∑︁
𝑘=1

𝑘𝑠 ≤
𝑛∫︁

1

𝑥𝑠𝑑𝑥 ≤
𝑛∑︁

𝑘=2

𝑘𝑠

𝐴𝑛 − 𝑛𝑠 ≤ 𝑛𝑠+1 − 1

𝑠+ 1
≤ 𝐴𝑛 − 1

Звiдки, перетворивши, маємо:

𝑛𝑠+1 − 1

𝑠+ 1
+ 1 ≤ 𝐴𝑛 ≤ 𝑛𝑠+1 − 1

𝑠+ 1
+ 𝑛𝑠
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Отримаємо оцiнки на 𝑝𝑘 = 𝛼𝑘

𝐴𝑘
.

(𝑠+ 1)𝑘𝑠

𝑘𝑠+1 − 1 + (𝑠+ 1)𝑘𝑠
≤ 𝛼𝑘

𝐴𝑘
≤ (𝑠+ 1)𝑘𝑠

𝑘𝑠+1 − 1 + 𝑠+ 1

Звiдси легко показати, що

𝑠+ 1

𝑘 + ⌈𝑠⌉+ 1
≤ 𝛼𝑘

𝐴𝑘
≤ 𝑠+ 1

𝑘

Якщо просумувати за 𝑘 вiд 1 до 𝑛 данi нерiвно-
стi, то отримуємо злiва та справа частковi суми
гармонiчного ряду (злiва сума не з одиницi).
I можемо застосувати формулу Ойлера для су-
ми гармонiчного ряду. Всi константи внесемо в
𝑂(1).

(𝑠+ 1) ln(𝑛+ ⌈𝑠⌉+ 1) +𝑂(1) ≤ E𝜇(𝑛) ≤
≤ (𝑠+ 1) ln𝑛+𝑂(1)

(𝑠+ 1) ln
𝑛+ ⌈𝑠⌉+ 1

𝑛
+𝑂(1) ≤

≤ E𝜇(𝑛)− (𝑠+ 1) ln𝑛 ≤ 𝑂(1)

Оскiльки ln 𝑛+⌈𝑠⌉+1
𝑛 прямує до нуля, то вiн обме-

жений. Тодi з вказаних нерiвностей випливає
обмеженiсть рiзницi E𝜇(𝑛)− (𝑠+ 1) ln𝑛.

Випадок 𝑠 ∈ (−1; 0) розглядається абсолю-
тно аналогiчно, лише з тою рiзницею, що 𝑥𝑠

строго спадає, що переставляє верхню та нижню
оцiнки, але не змiнює характеру асимптотики.

Випадок 𝑠 = 0 перетворює E𝜇(𝑛) на гармо-
нiчний ряд, що очевидно зберiгає обмеженiсть
рiзницi з логарифмом.
Доведення завершено.

Теорема 4. Нехай 𝛼𝑘 = 𝑘𝑠, 𝑘 ≥ 1, 𝑠 > −1. Тодi:

𝜇(𝑛)− (𝑠+ 1) ln𝑛√︀
(𝑠+ 1) ln𝑛

⇒ 𝑁(0, 1)

Доведення. Iз оцiнок для 𝐴𝑛 з теореми 3 випли-

ває, що 𝐴𝑛 ∼ 𝑛𝑠+1

𝑠+1 . Тому ln𝐴𝑛 ∼ (𝑠+ 1) ln𝑛.

Також 𝑝𝑛 → 0, оскiльки 𝛼𝑛

𝐴𝑛
∼ 𝑠+1

𝑛 .
З умови 𝑠 > −1 випливає, що 𝐴𝑛 → ∞. Тодi за
теоремою 1 маємо ланцюг еквiвалентностей:

(𝑠+ 1) ln𝑛 ∼ ln𝐴𝑛 ∼ E𝜇(𝑛) ∼ D𝜇(𝑛) (8)

Оскiльки D𝜇(𝑛) → ∞ можемо записати резуль-
тат теореми 2:

𝜇(𝑛)−E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛)

⇒ 𝜂 ∼ 𝑁(0, 1) (9)

Через еквiвалентностi (8):√︃
D𝜇(𝑛)

(𝑠+ 1) ln𝑛
→ 1 (10)

Тому за теоремою Слуцького для добутку (9) та
(10) маємо:

𝜇(𝑛)−E𝜇(𝑛)√︀
D𝜇(𝑛)

√︃
D𝜇(𝑛)

(𝑠+ 1) ln𝑛
⇒ 𝜂 · 1 (11)

Тобто:

𝜇(𝑛)−E𝜇(𝑛)√︀
(𝑠+ 1) ln𝑛

⇒ 𝜂 ∼ 𝑁(0, 1) (12)

Iз теореми 3 випливає:

E𝜇(𝑛)− (𝑠+ 1) ln𝑛√︀
(𝑠+ 1) ln𝑛

→ 0 (13)

Тому за теоремою Слуцького для суми (12) та
(13) маємо:

𝜇(𝑛)− (𝑠+ 1) ln𝑛√︀
(𝑠+ 1) ln𝑛

⇒ 𝜂 ∼ 𝑁(0, 1)

Доведення завершено.
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O. Kolesnik

CENTRAL LIMIT THEOREM FOR THE NUMBER OF
RECORDS IN 𝐹 𝛼-SCHEME

Consider the sequence {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1} of independent identically distributed random variables whose
distribution function is continuous. Then events of the type {𝑋𝑖 = 𝑋𝑗} have probability 0 if 𝑖 ̸= 𝑗. Let
𝐿(1) = 1. For 𝑛 ≥ 2, we define random variables

𝐿(𝑛) = inf{𝑘 > 𝐿(𝑛− 1) : 𝑋𝑘 > 𝑋𝐿(𝑛−1)}

assuming that inf ∅ := +∞. The members of the sequence 𝐿 = {𝐿(𝑛), 𝑛 ≥ 1} are called moments of
records constructed for {𝑋𝑘, 𝑘 ≥ 1}. Consider the sequence of random variables 𝜇 = {𝜇(𝑛), 𝑛 ≥ 1},
defined by the relation

𝜇(𝑛) = #{𝑘 : 𝐿(𝑘) ≤ 𝑛}, 𝑛 ≥ 1.

It is clear that 𝜇(𝑛) – is the number of records that happened up to the moment 𝑛 inclusive.
In the work [10], the so-called 𝐹𝛼-scheme is considered for the first time, which is built using a given

distribution function and a sequence of positive numbers {𝛼𝑘}. It is clear that 𝐹𝛼𝑛(𝑥) is the distribution
function for each 𝑛 ≥ 1. The set of independent random variables {𝑋𝑛} is called the 𝐹𝛼 scheme, if the
distribution function of the random variable 𝑋𝑛 is 𝐹𝛼𝑛(𝑥). If all 𝛼𝑛 are equal to each other, then the
𝐹𝛼 scheme – is a set independent identically distributed random variables. If not all 𝛼𝑛 are equal to
each other, then the 𝐹𝛼 scheme – is a generalization of the classical case.

This paper examines the assertions related to the fulfillment of the central limit theorem (CLT) for
the number of records in the 𝐹𝛼-scheme of records. The method of finding exact asymptotic expressions
for mathematical expectation and variance, which can be used to replace the real characteristics in CLT,
is given.

A specific example of power-law growth of exponents of the 𝐹𝛼-scheme was considered, and CLT is
constructed only in terms of the moment of observation and the power of growth.

The article contains 4 theorems with complete proof. Theorem 1 relates the mathematical expectation
and variance to the accumulated intensity of the 𝐹𝛼-scheme. Theorem 2 establishes the implementation
of CLT in general, and theorem 4 – for a specific case.

Keywords: independent identically distributed randoom variables, 𝐹𝛼-scheme, records, number of
records, central limit theorem.

Матерiал надiйшов 27.12.2023

Creative Commons Attribution 4.0 International License (CC BY 4.0)


