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ВIДНОВЛЮЮЧЕ СПЕКТРАЛЬНЕ ЧИСЛО ГРАФА 𝐾4

Статтю присвячено дослiдженню обернених спектральних задач для зважених графiв. Роз-
глянуто задачу щодо вiдновлення ваг на множинi ребер графа за спектрами його iндукованих
пiдграфiв.

Завдяки широкому колу застосувань, оберненi спектральнi задачi активно вивчають для рi-
зних класiв матриць: зазвичай вони зводяться до вiдновлення матрицi (або її частини) за спе-
ктром самої матрицi чи її пiдматриць. Наша задача стосується класу нерозкладних симетри-
чних матриць з невiд’ємними елементами та нулями на головнiй дiагоналi — матриць сумi-
жностi зв’язних зважених графiв.

Ключовим поняттям цiєї роботи є вiдновлююче спектральне число графа 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмаль-
на кiлькiсть спектрiв iндукованих пiдграфiв, необхiдних для однозначного вiдновлення всiх ваг
ребер графа 𝐺. Головним результатом дослiдження є знаходження точного значення 𝑆𝑟𝑛(𝐾4)
для повного графа на чотирьох вершинах. Одержанi результати та використанi у роботi ме-
тоди можуть бути застосованi в подальших дослiдженнях, зокрема для визначення точних
значень вiдновлюючого спектрального числа iнших графiв.
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Вступ

Спектральна теорiя графiв є сучасним на-
прямом математики (див. [1]), який активно
розвивається завдяки широким можливостям
практичного застосування в рiзних областях,
таких як хiмiя, фiзика, бiологiя, комп’ютернi
науки, економiка, соцiальнi науки та iн. (див.
[2]). Наприклад, її використовують у машинно-
му навчаннi для покращення роботи згорткових
нейронних мереж (див. [3]), у соцiологiї — для
пошуку соцiальних сенсорiв в епiдемiологiчних
мережах (див. [4]).

Важливою складовою спектральної теорiї
графiв є рiзноманiтнi задачi вiдновлення гра-
фiв, що передбачають визначення структури
графа або його характеристик (наприклад, ваг)
на основi спектральних даних (див. [5–8]). З
оглядом обернених спектральних задач можна
ознайомитися за роботою [7].

Дослiдження зосереджено на оберненiй спе-
ктральнiй задачi для зважених графiв, тобто
графiв, на множинi ребер яких визначена дода-
тна функцiя. У статтi [10] вперше було введено
поняття 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — вiдновлюючого спектрально-
го числа графа 𝐺, та знайдено його точнi значе-
ння для деяких класiв графiв, зокрема доведе-
но, що для графа-ланцюга 𝑆𝑟𝑛(𝐴𝑛) = 2 за 𝑛 ≥ 3
та для графа-зiрки 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛.

У роботах [11; 12] наведено верхню оцiнку
𝑆𝑟𝑛 для дерев та унiциклiчних графiв через
кiлькiсть висячих вершин. Проте знаходження
точного значення 𝑆𝑟𝑛(𝐺) навiть для графiв 𝐺

невеликого порядку залишається досить скла-
дною задачею через її нелiнiйний характер та
високу чутливiсть цього параметра до структу-
ри графа.

Метою цiєї роботи є детальне дослiдження
оберненої спектральної задачi для повного гра-
фа 𝐾4 та знаходження точного значення числа
𝑆𝑟𝑛(𝐾4) (Теорема 2).

Основнi означення та твердження

У цiй статтi пiд термiном граф розумiємо
впорядковану пару 𝐺 = (𝑉,𝐸), в якiй 𝑉 (мно-
жина вершин) — деяка непорожня множина, 𝐸
(множина ребер) — довiльна пiдмножина мно-
жини усiх невпорядкованих пар рiзних елемен-
тiв з 𝑉 .

Будемо використовувати такi позначення:
𝐸(𝐺) — множина ребер графа 𝐺, 𝑉 (𝐺) — мно-
жина вершин графа 𝐺, (𝑢, 𝑣) — ребро, що
з’єднує вершини 𝑢 i 𝑣. Кiлькiсть вершин графа
називають його порядком. У цiй статтi розгля-
даємо лише графи скiнченного порядку.
Означення 1. Зваженим графом G назива-
ють впорядковану пару (𝐺,𝑤), де 𝐺 — граф, а
𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, яка ставить
у вiдповiднiсть кожному ребру 𝑒 додатне число
𝑤(𝑒).

Зважений граф G зручно зображати за до-
помогою дiаграми графа 𝐺, приписуючи над ко-
жним ребром 𝑒 його вагу 𝑤(𝑒).

Надалi часто будемо опускати слово «зваже-
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ний», якщо з контексту та позначень зрозумiло,
що мова йде саме про зважений граф.

Iз кожним графом G = (𝐺,𝑤) та нумерацiєю
його вершин натуральними числами вiд 1 до 𝑛,
де 𝑛 — порядок графа, пов’язують матрицю су-
мiжностi 𝐴(G) = (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, в якiй елемент 𝑎𝑖𝑗

𝑖-го рядка та 𝑗-го стовпця дорiвнює 𝑤𝑖𝑗 , якщо
вершини з номерами 𝑖 та 𝑗 є сумiжними (через
𝑤𝑖𝑗 позначаємо значення ваги ребра (𝑖, 𝑗)), i до-
рiвнює 0 в iншому випадку.
Означення 2. Спектром графа G називають
мультимножину власних значень його матрицi
сумiжностi. Позначають 𝜎(G).

Оскiльки матриця сумiжностi 𝐴(G) симе-
трична, то спектр графа мiстить лише дiйснi
числа.

Зауважимо, що спектр зваженого графа не
залежить вiд способу нумерацiї вершин та є
його iнварiантом.

Позначимо характеристичний многочлен
графа G через 𝑃G(𝜆) = |𝜆𝐼 −𝐴(G)|.

Якщо 𝜎(G) = {𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛} — спектр зва-
женого графа G, тодi 𝑃G(𝜆) =

∏︀𝑛
𝑖=1(𝜆− 𝜆𝑖).

Розглянемо необхiднi для формулювання
узагальненої теореми Захса означення та позна-
чення (див. [9; 11]).

Лiнiйний пiдграф графа 𝐺 є пiдграфом, ком-
понентами зв’язностi якого є лише пари сумi-
жних вершин (з ребром, що їх з’єднує) та про-
стi цикли. Позначимо його як 𝐻𝑘, де 𝑘 — це
кiлькiсть вершин у цьому пiдграфi. Пiд вагою
компоненти зв’язностi, що є парою сумiжних
вершин {𝑖, 𝑗}, будемо мати на увазi 𝑤2

𝑖𝑗 , а пiд
вагою компоненти зв’язностi, що є простим ци-
клом, — добуток значень 𝑤𝑖𝑗 за усiма ребрами
циклу (𝑖, 𝑗).

Введемо позначення: 𝑟(𝐻𝑘) — кiлькiсть ком-
понент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘; 𝑐(𝐻𝑘)
— кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiд-
графа 𝐻𝑘, що є циклами; 𝑤(𝐻𝑘) — вага 𝐻𝑘, яка
є добутком усiх ваг його компонент зв’язностi.

Теорема 1. (узагальнена теорема Захса)

Якщо 𝑃G(𝜆) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜆
𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆

𝑛−1 +

+ 𝑐2𝜆
𝑛−2 + · · ·+ 𝑐𝑛, — характеристичний мно-

гочлен графа G = (𝐺,𝑤), то
(1) 𝑐1 = 0;
(2) 𝑐2 = −

∑︀
𝑒∈𝐸(𝐺) 𝑤(𝑒)

2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘}(−1)𝑟(𝐻𝑘)2𝑐(𝐻𝑘)𝑤(𝐻𝑘)

для 𝑘 = 1, ..., 𝑛, (сума береться по всiх пiдгра-
фах 𝐻𝑘 графа 𝐺).

Нагадаємо, що iндукований пiдграф графа
𝐺 — пiдграф, утворений пiдмножиною вершин

графа 𝐺 разом з усiма ребрами 𝐺, якi сполуча-
ють цi вершини.
Означення 3. Зважений граф G1 = (𝐺1, 𝑤1)
називають iндукованим пiдграфом зваженого
графа G = (𝐺,𝑤), якщо 𝐺1 — iндукований пiд-
граф 𝐺, i для довiльного ребра 𝑒 графа 𝐺1 має
мiсце рiвнiсть 𝑤1(𝑒) = 𝑤(𝑒).

Розглянемо таку обернену спектральну за-
дачу для зваженого графа: нехай нам вiдомий
граф 𝐺, i ми хочемо однозначно вiдновити ва-
гову функцiю 𝑤 зваженого графа G = (𝐺,𝑤)
за спектрами певних його iндукованих пiдгра-
фiв. Тобто потрiбно, щоби за значеннями спе-
ктрiв вибраних пiдграфiв ваги на ребрах графа
𝐺 визначалися однозначно для будь-якої вагової
функцiї 𝑤. Спектр iндукованого пiдграфа буде-
мо називати пiдспектром.

Зауважимо, що задача вiдновлення ваг за
спектрами пiдграфiв еквiвалентна задачi вiд-
новлення за характеристичними многочленами
цих пiдграфiв, оскiльки за спектром зваженого
графа однозначно вiдновлюється його характе-
ристичний многочлен та навпаки.
Означення 4. Вiдновлююче спектральне чи-
сло 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальна кiлькiсть iндукованих
пiдграфiв 𝐺 таких, що за спектрами вiдповiдних
зважених iндукованих пiдграфiв завжди одно-
значно вiдновлюється вагова функцiя зважено-
го графа G.

Зауваження. Термiн вiдновлююче спе-
ктральне число використовують вiдповiдно до
попереднiх публiкацiй (див. [10–12]), у яких
було введено це поняття. З погляду сучасної
мовної норми, коректнiшою формою є вiднов-
лювальне спектральне число. Проте задля збе-
реження термiнологiчної послiдовностi ми за-
лишаємо усталену назву.

Оскiльки вагову функцiю будь-якого зва-
женого графа можна однозначно вiдновити за
спектрами всiх пiдграфiв, породжених парами
сумiжних вершин, то одержуємо таку верхню
оцiнку для вiдновлюючого спектрального чи-
сла:

𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)|.

Рiвнiсть у цiй оцiнцi досягається, зокрема,
для графа-зiрки 𝐾1,𝑛, оскiльки в роботi [10] до-
ведено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛, що вiдповiдає кiль-
костi ребер у графi.

Задача вiдновлення ваг для повного
графа K4

Дослiдимо обернену спектральну задачу для
K4. Для зручностi як множину вершин оберемо
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множину {1, 2, 3, 4} та позначимо ваги на його
ребрах через 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎6 згiдно з рис. 1.

Рис. 1. Зважений граф K4

З нерiвностi, наведеної вище, випливає, що
шести пiдспектрiв достатньо для вiдновлення
ваг на усiх ребрах. Обґрунтуємо детальнiше:
для кожного iндукованого пiдграфа K4, поро-
дженого двома вершинами, характеристичний
полiном має вигляд 𝑃 (𝜆) = 𝜆2 − 𝑎2𝑖 , тому за шi-
стьма пiдспектрами можна вiдновити усi ваги
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6.

Постає природне запитання: чи можна вiд-
новити ваги графа K4 за п’ятьма пiдспектра-
ми?

Далi ми розглянемо всi можливi набори пiд-
спектрiв (з точнiстю до перенумерацiї вершин
графа 𝐾4) та покажемо, що п’яти пiдспектрiв
недостатньо (а отже, i меншої кiлькостi).

Теорема 2. 𝑆𝑟𝑛(𝐾4) = 6.
Доведення. Наведемо всi можливi структури
наборiв, що складаються з п’яти iндукованих
пiдграфiв, з точнiстю до iзоморфiзму вибраних
пiдграфiв. 𝐶3 позначає цикл довжини 3, а 𝐴2 —
ланцюг довжини 1. Число, яке стоїть перед по-
значенням графа, вказує на кiлькiсть пiдграфiв
цього виду у наборi.

Маємо такi типи наборiв:
1. 𝐾4, 4𝐶3;
2. 𝐾4, 3𝐶3, 𝐴2;
3. 𝐾4, 2𝐶3, 2𝐴2;
4. 𝐾4, 𝐶3, 3𝐴2;
5. 𝐾4, 4𝐴2;
6. 4𝐶3, 𝐴2;
7. 3𝐶3, 2𝐴2;
8. 2𝐶3, 3𝐴2;
9. 𝐶3, 4𝐴2;

10. 5𝐴2.
Розглянемо окремо кожен тип набору та на-

ведемо приклади двох рiзних зважених графiв
K4 (iнакше кажучи, графiв 𝐾4 з рiзними ва-
говими функцiями, заданими на множинi його
ребер), для яких спектри вiдповiдних вибраних
iндукованих пiдграфiв є рiвними. Таким чином,
ми доведемо, що п’яти пiдспектрiв недостатньо
для вiдновлення ваг на ребрах зваженого графа
K4.

1. K4, 4C3. Легко переконатися, що хара-
ктеристичнi полiноми усiх циклiв довжини три,
що є пiдграфами графiв K4, наведених на рис.2,
рiвнi та мають такий вигляд:

𝑃C3
(𝜆) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)− 2𝑎𝑏𝑐.

Також характеристичнi полiноми графiв K4 з
рис.2 рiвнi, оскiльки цi графи переходять один
в одного при перестановцi вершин 1 та 3, а як
вiдомо, спектр графа є його iнварiантом i не за-
лежить вiд нумерацiї його вершин.

Рис. 2. Графи K4 з рiзними ваговими функцiями
на ребрах

2. K4, 3C3, A2. Без обмеження загально-
стi, можемо вибрати цикли на таких множинах
вершин: {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {3, 4, 6}. Щодо ланцю-
га 𝐴2 (далi для зручностi будемо називати його
ребром), то iснують два принципово рiзнi варi-
анти вибору.

Розглянемо перший випадок, коли ребро на-
лежить двом з обраних циклiв. Наприклад, роз-
глянемо вибiр ребра з вагою 𝑎6 (iншi варiанти
розглядаються аналогiчно).

Для кращого розумiння методу знаходження
прикладiв графiв K4 з рiзними ваговими фун-
кцiями, спектри вiдповiдних вибраних iндуко-
ваних пiдграфiв яких є рiвними, розглянемо де-
тальнiше цей випадок.

H1
3 H2

3 H3
3 A1

2

Рис. 3. Набiр вибраних iндукованих власних
пiдграфiв

Запишемо за узагальненою теоремою Захса
(Теорема 1) характеристичнi многочлени графа
K4 (рис. 1) та його вибраних власних пiдграфiв,
зображених на рис. 3:

𝑃A1
2
(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎26

𝑃H1
3
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎26)𝜆− 2𝑎1𝑎2𝑎6

𝑃H2
3
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎26)𝜆− 2𝑎3𝑎4𝑎6

𝑃H3
3
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎21 + 𝑎24 + 𝑎25)𝜆− 2𝑎1𝑎4𝑎5

𝑃K4(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 +
+𝑎26)𝜆

2−2(𝑎1𝑎4𝑎5+𝑎1𝑎2𝑎6+𝑎2𝑎3𝑎5+𝑎3𝑎4𝑎6)𝜆+
+ 𝑎21𝑎

2
3 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎25𝑎

2
6 − 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 +
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+ 𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6).

З характеристичного многочлена 𝑃A2(𝜆)
знаходимо значення ваги 𝑎6. Далi, зi значень ко-
ефiцiєнтiв многочленiв 𝑃H1

3
(𝜆), 𝑃H2

3
(𝜆), 𝑃K4

(𝜆)
та 𝑃H3

3
(𝜆), одержуємо значення ваги 𝑎5, а також

невпорядкованi пари значень {𝑎1, 𝑎2}, {𝑎3, 𝑎4}
та {𝑎1, 𝑎4}.

Аналiз показує, що у випадку, якщо
{𝑎1, 𝑎2} = {𝑎1, 𝑎4} = {𝑎3, 𝑎4}, наприклад, при
𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎3 = 𝑏 та 𝑎 ̸= 𝑏, впоряд-
кованих набiр ваг (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) неможливо
вiдновити однозначно. З метою iлюстрацiї наве-
демо приклад двох графiв K4, якi мають рiзнi
ваговi функцiї, але однаковi спектри вiдповiд-
них iндукованих пiдграфiв (рис. 4).

Рис. 4

Аналогiчно до першого, розглянемо другий
випадок — коли ребро входить лише до одно-
го з вибраних циклiв; наприклад, ребро з вагою
𝑎5. Приклад двох зважених графiв, поданих на
рис. 4, демонструє неможливiсть однозначного
вiдновлення вагової функцiї за вiдповiдним на-
бором пiдспектрiв.

3. K4, 2C3, 2A2. Можемо розглянути до-
вiльнi два цикли довжини три. Наприклад, ви-
беремо цикли на вершинах {1, 2, 3} та {1, 3, 4}.

Щодо вибору двох ребер маємо п’ять прин-
ципово рiзних варiантiв.

• Спiльне ребро вибраних циклiв та ребро,
яке сумiжне з ним, наприклад, ребро {1, 2}
(рис. 5).

H1
3 H2

3 A1
2 A2

2

Рис. 5

Наведемо приклад двох графiв K4, якi ма-
ють рiзнi ваговi функцiї (𝑎3 ̸= 𝑎4), але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв (рис.
6).

Рис. 6

Наступнi три варiанти аналогiчнi першо-
му.

• Ребро, яке не належить двом вибраним ци-
клам, та сумiжне з ним ребро.

• Ребро, яке не належить двом вибраним ци-
клам, та несумiжне з ним ребро.

• Два сумiжнi ребра в одному з вибраних
циклiв, якi не є спiльними для цих двох
циклiв.

• Два несумiжнi ребра, кожне з яких нале-
жить рiвно одному з двох вибраних ци-
клiв. Наприклад, ребра {1, 2} та {3, 4}.
Приклад двох зважених графiв на рис. 7,
де 𝑎 ̸= 𝑏, демонструє неможливiсть одно-
значного вiдновлення вагової функцiї за
вiдповiдним набором пiдспектрiв.

Рис. 7
4. K4, C3, 3A2. Цикл можемо вибрати до-

вiльно. Розглянемо, наприклад, цикл на верши-
нах {1, 2, 3}. Для вибору трьох ребер iснує шiсть
принципово рiзних варiантiв.

• Три ребра, що виходять з однiєї вер-
шини, яка не належить вибраному ци-
клу, наприклад, з вершини 4. Тобто ре-
бра {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}. Наведемо приклад
двох графiв K4, якi мають рiзнi ваговi
функцiї, але однаковi спектри вибраних
пiдграфiв, де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — попарно рiзнi до-
датнi числа (рис. 8).

Рис. 8

• Три ребра, що виходять з однiєї верши-
ни, яка належить вибраному циклу, на-
приклад, з вершини 1.
На рис. 9 наведено приклад двох графiв
K4, якi мають рiзнi ваговi функцiї, але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв, де
𝑎, 𝑏, 𝑐 — попарно рiзнi додатнi числа.
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Рис. 9

• Три ребра, якi належать вибраному циклу.
На рис. 10 наведено приклад двох графiв
K4, якi мають рiзнi ваговi функцiї, але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв, де
𝑎 ̸= 𝑏.

Рис. 10

• Три ребра, якi належать одному ци-
клу довжини три, вiдмiнному вiд циклу
{1, 2, 3}. Наприклад, ребра циклу {1, 2, 4}.
Приклад двох графiв K4, якi мають рiзнi
ваговi функцiї, але однаковi спектри ви-
браних пiдграфiв (де 𝑏 ̸= 𝑑), наведено на
рис. 11.

Рис. 11

• Три ребра, що належать одному ланцюгу
довжини три, який має з вибраним циклом
{1, 2, 3} два спiльнi ребра. Наприклад, ре-
бра {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}. Приклад двох гра-
фiв K4, якi мають рiзнi ваговi функцiї, але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв (де
𝑎 ̸= 𝑏), наведено на рис. 12.

Рис. 12

• Три ребра, що належать одному ланцю-
гу довжини три, який має з вибраним ци-
клом {1, 2, 3} одне спiльне ребро. Напри-
клад, ребра {1, 2}, {1, 4}, {3, 4}. Приклад
двох графiв K4, якi мають рiзнi ваговi
функцiї, але однаковi спектри вибраних
пiдграфiв (де 𝑎 ̸= 𝑏), наведено на рис. 13.

Рис. 13

Отже, з наведених прикладiв випливає, що
цього набору пiдспектрiв недостатньо для одно-
значного вiдновлення ваг усiх ребер.

5. K4, 4A2. Розглянемо два принципово рi-
знi варiанти вибору ребер:

• Чотири ребра, що утворюють цикл довжи-
ни 4. Наприклад, це можуть бути ребра
{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}. Наведемо при-
клад двох рiзних зважених графiв K4, для
яких вибранi набори пiдспектрiв є рiвни-
ми, хоча ваговi функцiї рiзнi при 𝑎5 ̸= 𝑎6
(рис. 14).

Рис. 14

• Три ребра, що утворюють цикл довжи-
ни 3, та ще одне ребро. Наприклад, ребра
{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 4}. Наведемо при-
клад двох рiзних зважених графiв K4, для
яких вибранi набори пiдспектрiв є рiвни-
ми, хоча ваговi функцiї рiзнi при 𝑎3 ̸= 𝑎5
(рис. 15).

Рис. 15

6. 4C3, A2. Неважливо, яке саме ребро ви-
брати. Наприклад, ребро {2, 4}. Розглянемо на-
ступний приклад двох рiзних зважених графiв
K4, де 𝑎 ̸= 𝑏, для яких вибранi набори пiдспе-
ктрiв є рiвними (рис. 16).

Рис. 16

Отже, такий набiр пiдспектрiв також не до-
зволяє однозначно вiдновити ваги всiх ребер.
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7. 3C3, 2A2. Розглянемо довiльнi три ци-
кли довжини 3. Наприклад, цикли на множинах
вершинах {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, {1, 2, 4} (рис. 17).

H1
3 H2

3 H3
3

Рис. 17

Щодо вибору двох ребер маємо чотири прин-
ципово рiзнi варiанти.

• Два ребра, кожне з яких входить до двох
вибраних циклiв. Наприклад, розглянемо
вибiр ребер {1, 2}, {1, 3}.
Наведемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎3 = 𝑎5 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑏 та 𝑎3 = 𝑎5 = 𝑏, 𝑎4 = 𝑎,
де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх вибраних пiдграфiв
рiвнi, хоча ваговi функцiї рiзнi (рис. 18).

Рис. 18

• Два несумiжнi ребра: одне з них входить
до двох вибраних циклiв, iнше — лише
до одного. Наприклад, ребра {1, 2}, {3, 4}.
Наведемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑏 та 𝑎2 = 𝑎4 =
= 𝑏, 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх
вибраних пiдграфiв рiвнi, хоча ваговi фун-
кцiї рiзнi (рис. 19).

Рис. 19

• Два сумiжнi ребра: одне з них входить
до двох вибраних циклiв, iнше — лише
до одного. Наприклад, ребра {1, 4}, {2, 4}.
Наведемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎, 𝑎6 = 𝑏 та 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑏, 𝑎6 = 𝑎,
де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх вибраних пiдграфiв
рiвнi, хоча ваговi функцiї рiзнi (рис. 20).

Рис. 20

• Два ребра, якi трапляються у вибраних

циклах по одному разу. Наприклад, ребра
{2, 3}, {3, 4}. Наведемо наступнi два рiзнi
набори ваг: 𝑎1 = 𝑎4 = 𝑎 = 1, 𝑎6 = 𝑏 = 2,
𝑎5 = 𝑑 = 4

√︁
2
5 та 𝑎1 = 𝑎4 = 𝑏 = 2, 𝑎6 = 𝑎 =

= 1, 𝑎5 = 𝑐 =
√︁

2
5 . Спектри всiх вибраних

пiдграфiв рiвнi, хоча ваговi функцiї рiзнi
(рис. 21).

Рис. 21

Зауважимо, що приклад значень 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑
пiдiбрано таким чином, щоб спектри вiд-
повiдних пiдграфiв H3

3 були рiвними, тоб-
то цей набiр є розв’язком такої системи:{︃

2𝑏2 + 𝑐2 = 2𝑎2 + 𝑑2;

𝑏2𝑐 = 𝑎2𝑑.

8. 2C3, 3A2. Без обмеження загальностi, мо-
жемо розглянути довiльнi два цикли довжини
три. Наприклад, цикли на вершинах {1, 2, 4} та
{2, 3, 4} (рис. 22).

H3
3 H4

3

Рис. 22

Щодо вибору трьох ребер: для вiдновлення
всiх ваг необхiдно обрати ребро, яке не вхо-
дить до жодного з вибраних циклiв, тобто ребро
{1, 3}. Далi є чотири принципово рiзнi варiанти
вибору ще двох ребер:

• Два ребра, якi належать лише одному з
вибраних циклiв та не належать iншому.
Наприклад, ребра {1, 2}, {1, 4}.

• Два ребра, одне з яких є спiльним
для вибраних циклiв. Наприклад, ребра
{1, 2}, {2, 4}.
В обох цих випадках, коли 𝑎2 ̸= 𝑎3, може-
мо помiняти цi ваги мiсцями, i спектри всiх
вибраних графiв залишатимуться незмiн-
ними, хоча ваговi функцiї будуть рiзними.

• Два сумiжнi ребра, але якi одночасно не
належать жодному з вибраних циклiв. На-
приклад, ребра {1, 2}, {2, 3}.
Розглянемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑏 та 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑏, 𝑎5 =
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= 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏 (рис. 23). Спектри всiх ви-
браних пiдграфiв залишатимуться незмiн-
ними, хоча ваговi функцiї будуть рiзними.

Рис. 23

• Два несумiжнi ребра. Наприклад, ребра
{1, 2}, {3, 4}. Розглянемо наступнi два рi-
знi набори ваг: 𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑏 та
𝑎2 = 𝑎4 = 𝑏, 𝑎5 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх
вiдповiдних вибраних пiдграфiв рiвнi, хо-
ча ваговi функцiї рiзнi.

9. C3, 4A2. Без обмеження загальностi, мо-
жемо вибрати довiльний цикл довжини три.
Щодо вибору ребер, то для вiдновлення усiх
ваг необхiдно взяти три ребра, якi не належать
вибраному циклу. Четверте ребро можна взяти
будь-яке з циклу, оскiльки кожне з трьох ребер
циклу сумiжне рiвно з двома з решти ребер.

Наприклад, розглянемо цикл на множинi
вершин {1, 2, 3}, а також ребра на наступних па-
рах вершин {1, 2}, {3, 4}, {1, 4}, {2, 4} (рис. 24).

H1
3 A1

2 A2
2 A3

2 A4
2

Рис. 24

Очевидно, що якщо помiняти мiсцями ваги
𝑎2 i 𝑎6, то спектри вибраних пiдграфiв не змi-
няться. Таким чином, довiльний впорядкований
набiр додатних ваг, у якому 𝑎2 ̸= 𝑎6, неможливо
однозначно вiдновити.

10. 5A2. Очевидно, що п’яти довiльних ре-
бер недостатньо для вiдновлення всiх ваг графа
K4, оскiльки в такому випадку нiчого не буде
вiдомо про вагу шостого ребра.

Проаналiзовано всi можливi варiанти вибо-
ру п’яти iндукованих пiдграфiв 𝐾4 та доведено,
що на основi вiдповiдного набору пiдспектрiв
неможливо однозначно вiдновити ваги всiх ре-
бер. А отже, п’яти пiдспектрiв недостатньо для
однозначного вiдновлення ваг у графах типу
K4 в загальному випадку. Оскiльки для вiд-
новлення ваг завжди достатньо шести спектрiв
iндукованих пiдграфiв, кожен з яких породже-
ний парою сумiжних вершин, то 𝑆𝑟𝑛(𝐾4) = 6,
таким чином, Теорему 2 доведено.

Зауважимо, що з доведеної теореми випли-
ває, що 𝐾4 є нетривiальним прикладом графа,
для якого досягається рiвнiсть у верхнiй оцiнцi
вiдновлюючого спектрального числа:

𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)|.
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O. Averkin, L. Tymoshkevych

SPECTRAL RECONSTRUCTION NUMBER OF GRAPH 𝐾4

In this work, we introduce new formulations of inverse spectral problems for weighted graphs in
which certain spectral data (namely, the spectra of selected induced subgraphs) uniquely determine the
edge weights of the original graph. To quantify this, we define the spectral reconstruction number of a
graph 𝑆𝑟𝑛(𝐺) as the minimum number of spectra of induced subgraphs required to uniquely recover all
edge weights of 𝐺.

Motivated by their broad range of applications, inverse spectral problems for various classes of
matrices have been actively studied in the literature. These problems typically involve recovering a
matrix, or part of it, from the spectrum of the matrix itself or from the spectra of its submatrices.

From a matrix-theoretic perspective, the problem concerns irreducible symmetric matrices with zero
diagonal and nonnegative off-diagonal entries, which are adjacency matrices of connected edge-weighted
graphs. Thus, the results obtained here offer new inverse spectral formulations for this class of matrices.

The main contribution of this paper is the exact determination of the spectral reconstruction number
for the complete graph on four vertices.

Keywords: spectra of a graph, eigenvalues, inverse spectral problems, weighted graph, subgraphs
of a graph.
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