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ПРО ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ КЕРОВАНИХ
ВИПАДКОВИХ ПОЛIВ З ЛОКАЛЬНОЮ СТРУКТУРОЮ

ВЗАЄМОДIЇ

У статтi розглянуто керованi випадковi поля з локальною структурою взаємодiї та їхнi за-
стосування. Основну увагу придiлено питанням застосування оптимального керування випадко-
вими системами на графах, зокрема в аналiзi ризику катастроф, моделюваннi соцiальних мереж
та психометричному мережевому аналiзi. Описано математичнi пiдходи, що дозволяють фор-
малiзувати та вирiшувати задачi стохастичної оптимiзацiї в таких системах. Результати
роботи можуть бути застосованi в економiцi, кiбербезпецi, соцiальних науках та iнших сферах.
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Вступ

Теорiя стохастичної оптимiзацiї i теорiя ке-
рованих випадкових процесiв достатньо повно
представленi в науковiй i навчальнiй лiтерату-
рi, натомiсть теорiю керованих випадкових по-
лiв наразi висвiтлено у вiдносно невеликiй кiль-
костi публiкацiй. При цьому застосування тео-
рiї випадкових полiв i керування ними потен-
цiйно доволi широке. У першу чергу завдяки
отриманим результатам щодо iснування i пошу-
ку оптимальних стратегiй керування випадко-
вими полями для функцiй ризику доволi ши-
рокого класу. В цiй роботi розглядаються деякi
можливi застосування теорiї керованих випад-
кових полiв з локальною структурою взаємодiї
до задач оцiнки ризику катастроф, для моделю-
вання i аналiзу взаємодiй у соцiальних мережах.
а також у психометричному мережевому аналi-
зi.

Керованi випадковi поля з локальною
структурою взаємодiї

У цiй роботi для опису керованих випадко-
вих полiв з елементами, що взаємодiють син-
хронно на пiдставi iнформацiї про локальний
стан, будемо використовувати матерiал робо-
ти [1].

Для систем з локально взаємодiючими коор-
динатами структура взаємодiї визначається не-
орiєнтованим скiнченним графом околiв Γ =
= (𝑉,𝐵) без петель i кратних ребер. Граф
має множину вершин 𝑉 i ребер 𝐵. Позначимо
{𝑘, 𝑗} ребро графа, що з’єднує вершини 𝑘 i 𝑗.
Окiл вершини 𝑘 — це множина вершин 𝑁(𝑘) =
=

{︀
𝑗 : {𝑘, 𝑗} ∈ 𝐵

}︀
. Повний окiл вершини 𝑘 —

це ̃︀𝑁(𝑘) = 𝑁(𝑘) ∪ {𝑘}; тобто окiл вершини 𝑘,
включно з 𝑘. Для всiх пiдмножин 𝐾 ⊂ 𝑉 визна-
чимо окiл 𝑁(𝐾) =

⋃︀
𝑘∈𝐾

𝑁(𝑘) −𝐾, i повний окiл

̃︀𝑁(𝐾) = 𝑁(𝐾) ∪𝐾.
Нехай для кожної вершини 𝑖 ∈ 𝑉 (𝑋𝑖,X𝑖) за-

даний деякий польський вимiрний простiр 𝑋𝑖 ̸=
̸= ∅ з борелiвською 𝜎-алгеброю X𝑖. 𝑋𝑖, що вiд-
повiдає (𝑋𝑖,X𝑖), називатимемо локальним про-
стором станiв вершини 𝑖. Далi обладнаємо 𝑋 :=
= ×

𝑖∈𝑉
𝑋𝑖 мультиплiкативною 𝜎-алгеброю X =

= 𝜎
{︁

×
𝑖∈𝑉

X𝑖

}︁
, породженою добутком ×

𝑖∈𝑉
X𝑖. 𝑋,

що вiдповiдає (𝑋,X), — глобальний простiр
станiв системи. Для кожної пiдмножини вер-
шин 𝐾 ⊂ 𝑉 позначимо маргiнальний вектор
стану 𝑥 = (𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑉 ) так: 𝑥𝐾 = (𝑥𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐾) ∈
∈ 𝑋𝐾 = ×

𝑖∈𝐾
𝑋𝑖.

Визначимо для 𝐾 ⊆ 𝑉 𝜎-алгебру X𝐾 =

= 𝜎
{︁

×
𝑖∈𝐾

X𝑖

}︁
=

⨂︀
𝑖∈𝐾

X𝑖, породжену ×
𝑖∈𝐾

X𝑖, а

X𝑉 = X.
Означення 1 (див. означення 3.2 в [1]). 1) Ви-
падкову величину

𝜉 : (Ω,ℱ ,Pr) → (𝑋,X) =

(︂
×
𝑖∈𝑉

𝑋𝑖,
⨂︁
𝑖∈𝑉

X𝑖

)︂
називають випадковим полем на Γ = (𝑉,𝐵)
(або просто випадковим полем на 𝑉 ). Для ∅ ̸=
̸= 𝐾 ⊆ 𝑉 маргiнальнi випадковi величини зi
значеннями в просторi 𝑋𝐾 позначатимемо 𝜉𝐾 .
У разi 𝐾 = {𝑘} писатимемо 𝜉𝑘.

2) Випадкове поле 𝜉 на (𝑉,𝐵) називають мар-
ковським полем, якщо для всiх 𝑘 ∈ 𝑉 виконує-
ться:

Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑉−{𝑘} = 𝑥𝑉−{𝑘}

}︀
=
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= Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑁(𝑘) = 𝑥𝑁(𝑘)

}︀
,

∀ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝐶𝑘 ∈ X𝑘, (1)

де Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑁(𝑘) = 𝑥𝑁(𝑘)

}︀
, вiдповiдно

Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑉−{𝑘} = 𝑥𝑉−{𝑘}

}︀
, — регуляр-

нi умовнi ймовiрностi на (𝑋𝑘,X𝑘) для заданого
𝜉𝑁(𝑘) = 𝑥𝑁(𝑘), вiдповiдно 𝜉𝑉−{𝑘} = 𝑥𝑉−{𝑘}.

3) (Канонiчне випадкове поле) Часто припу-
скатимемо, що (Ω,ℱ ,Pr) у частинi (1) означення
є канонiчним простором. Тодi 𝜉𝐾 i 𝜉𝑘 — вiдпо-
вiднi проекцiї i Pr𝜉 = Pr.

4) (Дискретнi стани) Якщо всi локальнi про-
стори станiв дискретнi, то зазвичай утотожню-
ватимемо розподiл випадкового поля та його
злiченнi щiльностi i писатимемо у випадку наяв-
ностi канонiчного основного ймовiрнiсного про-
стору Pr(𝜉 = 𝑥) = Pr𝜉{𝑥} = Pr(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋.

Якщо марковський процес 𝜉 за його побудо-
вою вiдповiдає системi околiв

{︀
𝑁(𝑘) : 𝑘 ∈ 𝑉

}︀
на (𝑉,𝐵), природно припустити, що у вiдповiд-
ностi до еволюцiї в часi ймовiрнiсть подiї {𝜉𝑡𝑘 =
= 𝑥𝑘} в 𝑘-й вершинi залежить вiд попереднiх
станiв усiєї системи тiльки через значення ста-
нiв вершин з околу ̃︀𝑁(𝑘) (включно з 𝑘) у момент
часу 𝑡−1. Для опису цього введемо поняття мар-
ковської властивостi у просторi i часi вiдповiдно
до означення 1.
Означення 2 (див. означення 3.10 в [1]). Нехай
𝜉 =

{︀
𝜉𝑡, 𝑡 = 0, 1, . . .

}︀
, 𝜉𝑡 : (Ω,ℱ ,Pr) → (𝑋,X) —

марковський процес з дискретним часом i про-
стором станiв

(𝑋,X) =

(︂
×
𝑖∈𝑉

𝑋𝑖,
⨂︁
𝑖∈𝑉

X𝑖

)︂
.

Перехiднi ймовiрностi 𝜉 називають локальни-
ми [2, с. 100], якщо

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡, . . . , 𝜉0 = 𝑥0

}︀
=

= Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑘)

= 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑘)

}︀
(2)

для 𝑘 ∈ 𝑉 , 𝑥0, . . . , 𝑥𝑡 ∈ 𝑋, 𝐶𝑘 ∈ X𝑘 викону-

ється Pr(𝜉
𝑡,...,𝜉0)-майже всюди; тобто перехiдна

ймовiрнiсть вершини 𝑘 залежить тiльки вiд ста-
ну її повного околу у попереднiй момент часу.

Перехiднi ймовiрностi 𝜉 називають синхрон-
ними [2, с. 100], якщо

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝐾 ∈ 𝐶𝐾 | 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡

}︀
=

=
∏︁
𝑘∈𝐾

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡

}︀
(3)

для всiх 𝐾 ⊂ 𝑉 , 𝑥𝑡 ∈ 𝑋, 𝐶𝐾 = ×
𝑘∈𝐾

𝐶𝑘 ∈ X𝐾

виконується Pr𝜉
𝑡

-майже всюди.

Якщо 𝜉 задовольняє (2) i (3), то її називають
марковським процесом з локально взаємодiючи-
ми синхронними компонентами на (Γ, 𝑋), ко-
ротко — (залежне вiд часу) марковське випад-
кове поле.

Далi опишемо структуру моделей прийняття
рiшень з локальними та синхронними координа-
тами.
Означення 3 (див. означення 3.16 в [1]). Послi-
довнiсть моментiв прийняття рiшень (моментiв
керування) — часова шкала N.

1) Простiр рiшень (множина керуючих
впливiв), можливих в моменти прийняття рi-
шень, — 𝐴 = ×

𝑖∈𝑉
𝐴𝑖 на Γ, де 𝐴𝑖 — множина

можливих дiй (рiшень) для вершини 𝑖. Припу-
скатимемо, що 𝐴𝑖 — польський простiр з бо-
релiвською 𝜎-алгеброю A𝑖. A — борелiвська 𝜎-
алгебра добутку на 𝐴.

2) Якщо для рiшень в вершинi 𝑖 в момент
часу 𝑡 з iсторiєю ℎ𝑡 ∈ 𝐻𝑡 множина керуючих
впливiв обмежена 𝐴𝑡

𝑖

(︀
ℎ𝑡
)︀
⊆ 𝐴𝑖, називатимемо

𝐴𝑡
𝑖

(︀
ℎ𝑡
)︀
множиною локально допустимих дiй (рi-

шень) в момент часу 𝑡 з iсторiєю ℎ𝑡 ∈ 𝐻𝑡.
3) Припускатимемо, що таким чином визна-

чене множиннозначне вiдображення

𝐴𝑡
𝑖 : 𝐻𝑡 → 2𝐴𝑖 − {∅}, ℎ → 𝐴𝑡

𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ 𝑉,

залежить тiльки вiд локальної iсторiї i вимiрне
за Борелем.

Тут для заданої iсторiї

ℎ𝑡 =
(︀
𝑥0, 𝑎0, 𝑥1, 𝑎1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
∈ 𝐻𝑡

локальна iсторiя ℎ𝑡
𝑖 ∈ 𝐻𝑡

𝑖 вершини 𝑖 визначає-
ться як

ℎ𝑡
𝑖 =

(︁
𝑥0̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎0𝑖 , 𝑥
1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎1𝑖 , 𝑥
2̃︀𝑁(𝑖)

, . . . ,

𝑥𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
, 𝑎𝑡−1

𝑖 , 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
∈ 𝐻𝑡

𝑖 .

𝐻𝑡
𝑖 надiлена слiдом H𝑡

𝑖 𝜎-алгебри добутку про-

стору
(︁
𝑋 ̃︀𝑁(𝑖)×𝐴𝑖

)︁𝑡

×𝑋 ̃︀𝑁(𝑖). Також припускати-

мемо, що множини 𝐾𝑡
𝑖 =

{︁(︀
ℎ𝑡
𝑖, 𝑎𝑖

)︀
: ℎ𝑡

𝑖 ∈ 𝐻𝑡
𝑖 , 𝑎𝑖 ∈

∈ 𝐴𝑡
𝑖

(︀
ℎ𝑡
)︀}︁

мiстять графiк вимiрного вiдображе-

ння i є вимiрними за Борелем в слiдi 𝜎-алгебри
добутку K𝑡

𝑖 := 𝐾𝑡
𝑖 ∩

(︀
H𝑡

𝑖 × A𝑖

)︀
.

Крiм того, множини

𝜅𝑡
𝑖 =

{︂(︁
𝑥 ̃︀𝑁(𝑖), 𝑎𝑖

)︁
: 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖) ∈ 𝑋 ̃︀𝑁(𝑖), 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑡

𝑖

(︁
𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁}︂
припускаються вимiрними за Борелем множи-
нами в просторi 𝑋 ̃︀𝑁(𝑖) × 𝐴𝑖, а 𝜅𝑡 = ×

𝑖∈𝑉
𝜅𝑡
𝑖 ви-

мiрною за Борелем в просторi ̃︀𝑋 × 𝐴, де ̃︀𝑋 =

= ×
𝑖∈𝑉

𝑋 ̃︀𝑁(𝑖) i
̃︀X = 𝜎

{︂
×
𝑖∈𝑉

X ̃︀𝑁(𝑖)

}︂
.
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Якщо вiдображення 𝐴𝑡
𝑖 не залежать вiд 𝑡, пи-

сатимемо 𝜅𝑖 := 𝜅𝑡
𝑖, 𝑡 ∈ N, i 𝜅 := 𝜅𝑡, 𝑡 ∈ N.

Означення 4 (див. означення 3.17 в [1]). Не-
хай 𝛼𝑡

𝑖 — рiшення, що обирається в вершинi 𝑖
в момент часу 𝑡, 𝛼𝑡 :=

(︀
𝛼𝑡
𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑉

)︀
— сумiсний

вектор рiшень в момент часу 𝑡.
1) Рандомiзована стратегiя (полiтика) 𝜋 =

=
(︀
𝜋𝑡 : 𝑡 ∈ N

)︀
керованої системи з взаємодiючи-

ми компонентами i простором рiшень у формi
добутку визначається як вектор локальних по-
лiтик 𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ), де для вершини 𝑖 𝜋𝑖 =
=

{︀
𝜋0
𝑖 , . . . , 𝜋

𝑡
𝑖 , . . .

}︀
— послiдовнiсть перехiдних

iмовiрностей

𝜋𝑡
𝑖 = 𝜋𝑡

𝑖

(︀
· | 𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
.

Таким чином, 𝜋𝑡
𝑖 — ймовiрнiсна мiра на

(𝐴𝑖,A𝑖) для всiх
(︀
𝑥0, 𝑎0, , . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
i

вимiрним чином залежить вiд iсторiї ℎ𝑡 =
=

(︀
𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
системи до 𝑡-го пе-

реходу. Отже, маємо для будь-яких 𝐵𝑖 ∈ A𝑖

Pr
{︀
𝛼𝑡
𝑖 ∈ 𝐵𝑖 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎1, . . . ,

𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡
}︀

= 𝜋𝑡
𝑖

(︀
𝐵𝑖 | 𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
. (4)

2) Паралельно з синхронними переходами i ло-
кальнiстю перехiдних ядер завжди припускати-
мемо, що прийняття рiшень у вершинах здiй-
снюється умовно незалежно вiд заданої iсторiї
системи. Це призводить до управлiння проце-
сом, керованим синхронним ядром переходу

Pr

{︂
𝛼𝑡 ∈ ×

𝑖∈𝑉
𝐵𝑖 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎0, . . .

. . . , 𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡

}︂
=

∏︁
𝑖∈𝑉

Pr
{︀
𝛼𝑡
𝑖 ∈ 𝐵𝑖 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎0, . . .

. . . , 𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡
}︀

=
∏︁
𝑖∈𝑉

𝜋𝑡
𝑖

(︀
𝐵𝑖 | 𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
,

𝐵𝑖 ∈ A𝑖, 𝑎𝑠 ∈ 𝐴, 𝑥𝑠 ∈ 𝑋. (5)

Означення 5 (див. означення 3.18 в [1]).
1)Нехай в моменти переходу 𝑡 = 0, 1, . . .,
множини допустимих рiшень згiдно з озна-
ченням 3 (3) залежать тiльки вiд локальної
iсторiї, i рiшення 𝛼𝑡

𝑖 вершини 𝑖 виробляється
вiдповiдно до ймовiрностi 𝜋𝑡

𝑖 на пiдставi iн-
формацiї тiльки про локальну iсторiю ℎ𝑡

𝑖 =

=
(︁
𝑥0̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎0𝑖 , . . . , 𝑥
𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎𝑡−1
𝑖 , 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
станiв око-

лу ̃︀𝑁(𝑖) вершини 𝑖 i попереднiх рiшень в 𝑖. Якщо

𝜋𝑡
𝑖

(︁
𝐴𝑡

𝑖

(︀
ℎ𝑡
𝑖

)︀
| ℎ𝑡

𝑖

)︁
= 1, то 𝜋𝑡

𝑖 називатимемо локаль-

но допустимою, а послiдовнiсть перехiдних iмо-
вiрностей (рiшень) 𝜋𝑖 =

{︀
𝜋𝑡
𝑖 , 𝑡 ∈ N

}︀
— допусти-

мою локальною стратегiєю для вершини 𝑖.

𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називатимемо допустимою
локальною стратегiєю для моделi прийняття рi-
шень.

2) Допустиму локальну стратегiю 𝜋 =
= (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називають допустимою локальною
марковською стратегiєю, якщо

𝜋𝑡
𝑖

(︁
· | 𝑥0̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎0𝑖 , . . . , 𝑥
𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎𝑡−1
𝑖 , 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
= 𝜋𝑡

𝑖

(︁
· | 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, 𝑖 ∈ 𝑉.

Зазначимо, що як тiльки маємо справу з локаль-
ними марковськими стратегiями, можемо при-
пустити, що 𝐴𝑡

𝑖

(︀
ℎ𝑡
𝑖

)︀
залежить тiльки вiд ℎ𝑡

𝑖 че-
рез 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

; ця зменшена залежнiсть виражається

як 𝐴𝑡
𝑖

(︀
ℎ𝑡
𝑖

)︀
=: 𝐴𝑡

𝑖

(︁
𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
.

3) Допустиму локальну марковську стра-
тегiю 𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називають допусти-
мою локальною стацiонарною (марковською)

стратегiєю, якщо 𝜋𝑡′

𝑖

(︁
· | 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
= 𝜋𝑡′′

𝑖

(︁
· | 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
,

𝑖 ∈ 𝑉 , для всiх 𝑡′, 𝑡′′ i всiх 𝑥.

4) Допустиму локальну стацiонарну (мар-
ковську) стратегiю 𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називають
допустимою локальною стацiонарною детермi-
нованою (нерандомiзованою) стратегiєю, якщо

𝜋𝑖

(︁
· | 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, 𝑖 ∈ 𝑉 , — одноточкова мiра на

𝐴𝑡
𝑖

(︁
𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, 𝑖 ∈ 𝑉 , для всiх 𝑥 ∈ 𝑋.

Клас усiх допустимих локальних стратегiй
позначатимемо 𝐿𝑆; пiдклас допустимих локаль-
них марковських стратегiй — 𝐿𝑆𝑀 . Як 𝐿𝑆𝑆 по-
значатимемо клас допустимих локальних ста-
цiонарних стратегiй, 𝐿𝑆𝑃 — клас допустимих
локальних детермiнованих (= чистих) страте-
гiй, 𝐿𝑆𝑃𝑀 — клас допустимих локальних ста-
цiонарних (марковських) детермiнованих стра-
тегiй.
Зауваження 1. Маємо 𝐿𝑆𝐷 ⊆ 𝐿𝑆𝑆 ⊆ 𝐿𝑆𝑀 ⊆
𝐿𝑆 i 𝐿𝑆𝐷 ⊆ 𝐿𝑆𝑃𝑀 ⊆ 𝐿𝑆𝑃 ⊆ 𝐿𝑆.

Наша мета полягає в тому, щоб прийти до
марковської структури, подiбної до означення 2.
Побудова процесу приведе нас до припущення,
що закони руху для системи можна охаракте-
ризувати iнварiантним у часi набором ймовiр-
ностей переходу. Тобто, коли система перебуває
в станi 𝑦 i прийнято рiшення, що дiє 𝑎, то, неза-
лежно вiд своєї iсторiї, наступний стан вибира-
ється вiдповiдно до закону переходу, який зале-
жить тiльки вiд (𝑦, 𝑎).

Використовуючи це, стратегiя 𝜋 визначить
iмовiрнiсну мiру на просторi послiдовностей(︀
𝑎0, 𝑎1, . . .

)︀
для кожного фiксованого початко-
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вого стану 𝑥0. Пару (𝜉, 𝜋) будемо називати ке-
рованою версiєю 𝜉 з використанням стратегiї 𝜋.
Керований процес взагалi не буде марковським,
тому що функцiї 𝜋𝑡

𝑖 , 𝑖 ∈ 𝑉 , залежать не тiль-
ки вiд станiв 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑖 ∈ 𝑉 , а й вiд попереднiх

(локальних) станiв 𝑥0̃︀𝑁(𝑖)
, . . . , 𝑥𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

. Властивiсть

Маркова введена в наступному означеннi, пiсля
чого обговорюватимуться принципи.
Означення 6 (див. означення 3.21 в [1]). Па-
ра (𝜉, 𝜋) — керований процес з локально вза-
ємодiючими синхронними компонентами, зада-
ний на скiнченному графi взаємодiй Γ = (𝑉,𝐵),
якщо 𝜉 =

(︀
𝜉𝑡 : 𝑡 ∈ N

)︀
— процес з простором ста-

нiв 𝑋 = ×
𝑖∈𝑉

𝑋𝑖 i 𝜋 = (𝜋𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑉 ) — допустима

локальна стратегiя.
Пару (𝜉, 𝜋) називають керованим марков-

ським процесом з локально взаємодiючими син-
хронними компонентами на (Γ, 𝑋), коротше —
(залежне вiд часу) кероване марковське випад-
кове поле, якщо переходи 𝜉 визначаються таким
чином:

Для всiх 𝑡 Pr(𝜉
0,𝛼0,...,𝜉𝑡−1,𝛼𝑡−1,𝜉𝑡,𝛼𝑡)-майже

всюди визначенi умовнi ймовiрностi, що задо-
вольняють для всiх 𝐾 ⊆ 𝑉 , 𝐶𝑗 ∈ X𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝑋, 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗

(︁
𝑦 ̃︀𝑁(𝑗)

)︁
, 𝐶𝐾 = ×

𝑗∈𝐾
𝐶𝑗

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝐾 ∈ 𝐶𝐾 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎0, . . .

. . . , 𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑦, 𝛼𝑡 = 𝑎
}︀

(1)
= Pr

{︀
𝜉𝑡+1
𝐾 ∈ 𝐶𝐾 | 𝜉𝑡 = 𝑦, 𝛼𝑡 = 𝑎

}︀
(2)
=

∏︁
𝑗∈𝐾

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑗 ∈ 𝐶𝑗 | 𝜉𝑡 = 𝑦, 𝛼𝑡 = 𝑎

}︀
(3)
=

∏︁
𝑗∈𝐾

Pr
{︁
𝜉𝑡+1
𝑗 ∈ 𝐶𝑗 | 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑗)

= 𝑦 ̃︀𝑁(𝑗), 𝛼
𝑡
𝑗 = 𝑎𝑗

}︁
(4)
=

∏︁
𝑗∈𝐾

Q𝑗

(︁
𝐶𝑗 | 𝑦 ̃︀𝑁(𝑗), 𝑎𝑗

)︁
(5)
= Q𝐾 (𝐶𝐾 | 𝑦, 𝑎) . (6)

Якщо 𝐾 = 𝑉 , будемо писати Q𝑉 (𝐶𝑉 | 𝑦, 𝑎) =
= Q(𝐶 | 𝑦, 𝑎).

Марковське ядро Q =
∏︀

𝑗∈𝑉 Q𝑗 називатиме-
мо локальним i синхронним.

Застосування

Просторовий опис катастроф. У ро-
ботi [3] пропонується застосувати результати
роботи [1] до розв’язання проблеми катастро-
фiчних ризикiв. Припускається, що можли-
вi стани 𝑥𝑡

𝑖 i втрати 𝑧𝑡𝑖 системи в верши-
нi 𝑖 у момент часу 𝑡 визначаються випадко-
вим процесом (наприклад, природною катастро-
фою) 𝜉𝑡 з можливими станами 𝑦 ∈ 𝑌 . Через

𝐻𝑖
(︁
𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖 | 𝑥

𝑡−1̃︀𝑁 , 𝑧𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
, 𝑦;𝑢𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

)︁
позначимо умов-

нi розподiли пари (𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖) в момент часу 𝑡 за умо-

ви, що у попереднiй момент часу стани i втрати

в околi ̃︀𝑁(𝑖) були
(︁
𝑥𝑡−1̃︀𝑁 , 𝑧𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, процес 𝜉𝑡−1 був

у станi 𝑦 i були прийнятi рiшення 𝑢𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
. Такий

розподiл визначає динамiку змiн в системi згi-
дно з таким спiввiдношенням:

𝑝
(︀
𝑡, 𝑥𝑡

𝑖, 𝑧
𝑡
𝑖

)︀
=

∑︁
𝑦∈𝑌

𝐻𝑖
(︁
𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖 | 𝑥𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑧𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
, 𝑦;𝑢𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

)︁
× 𝑃

(︀
𝜉𝑡−1 = 𝑦

)︀
,

де 𝑝 (𝑡, 𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖) — розподiл пар (𝑥𝑡

𝑖, 𝑧
𝑡
𝑖) в момент

часу 𝑡 в вершинi 𝑖. Додаткова фiксацiя початко-
вого розподiлу станiв 𝑝 (0, 𝑥𝑖, 𝑧𝑖) для всiх 𝑖 ∈ 𝑉
повнiстю визначає динамiку змiн станiв систе-
ми.

Далi автори роботи [3] пропонують просто-
рове узагальнення моделi керування довгостро-
ковими iнвестицiями у безпеку. У цьому разi
стани вершин графа трактуються як рiвнi ба-
гатства агентiв економiчної системи, а ребра —
наявнiсть зв’язкiв мiж агентами. У випадковi
моменти часу в кожнiй вершинi 𝑖 ∈ 𝑉 може
вiдбутися катастрофiчна подiя або терористи-
чна атака (незалежно вiд подiй в iнших вер-
шинах), якi характеризуються випадковою ве-
личиною 𝜉𝑖. Припускається, що деякi ресурси
𝑢𝑖𝑗 вiднiмаються вiд 𝑥𝑖 i потiм iнвестуються в
заходи безпеки в вершину 𝑗 ∈ 𝑁(𝑖). Повнi iнве-
стицiї в заходи безпеки в вершинi 𝑗 становлять∑︀

𝑖∈ ̃︀𝑁(𝑗) 𝑢𝑖𝑗 . Iнвестицiї в заходи безпеки зменшу-
ють iнтенсивнiсть атак, якi у такому разi вже
залежать i вiд iнвестицiй, тобто 𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖).
Крiм того, iнвестицiї в засоби захисту у вузлi
𝑖 можуть зменшити збитки з коефiцiєнтом про-
прцiйностi

𝜉𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) =

{︃
0 з iмовiрнiстю 1 − 𝑝𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) ,

𝜁𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) з iмовiрнiстю 𝑝𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) .

Далi автори припускають, що темпи економi-
чного розвитку 𝜌𝑡𝑖 у вузлi 𝑖 залежать вiд власних
iндикаторiв зростання (1 + 𝑟𝑖) i збиткiв (1 − 𝜉𝑖),
а також факторiв зростання/збиткiв у сусiднiх

вузлах, тобто 𝜌𝑡𝑖 = 𝜌𝑡𝑖

(︁
𝑟𝑡̃︀𝑁(𝑖)

, 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
. Вiдповiдна

динамiчна модель економiки набуває вигляду

𝑥𝑡+1
𝑖 = (𝑥𝑡

𝑖 − 𝑢𝑡
𝑖)𝜌

𝑡
𝑖

(︁
𝑟𝑡̃︀𝑁(𝑖)

, 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
,

𝑥0
𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1,

де 𝑟𝑡̃︀𝑁(𝑖)
=

(︁
𝑟𝑡𝑗 , 𝑗 ∈ ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
— сукупнiсть випадко-

вих iндикаторiв зростання у вузлах ̃︀𝑁(𝑖); 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑖)

— сукупнiсть показникiв збиткiв у вузлах ̃︀𝑁(𝑖) в
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перiод часу 𝑡 вiд атаки на вузол 𝑖 або на сусiднi
вузли 𝑗 ∈ ̃︀𝑁(𝑖); 𝑢𝑡

𝑖 =
∑︀

𝑗∈ ̃︀𝑁(𝑖) 𝑢
𝑡
𝑗𝑖 — iнвестицiї

у безпеку вузла 𝑖 з самого вузла 𝑖 i з сусiднiх
вузлiв 𝑗 ∈ 𝑁(𝑖). Залежнiсть добробуту даного
вузла 𝑖 мережi вiд сусiдiв може спонукати ву-
зол 𝑖 зробити iнвестицiї 𝑢𝑖𝑗 > 0 в сусiднi вузли
𝑗 ∈ 𝑁(𝑖).

Цiльовий функцiонал для оптимiзацiї витрат
на безпеку може мати вигляд

𝐹 (𝑥, 𝑢) = E

𝑇∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘
∑︁
𝑖∈𝑉

𝑓𝑖
(︀
𝑥𝑡
𝑖

)︀
−→ max

𝑢∈𝑈

або

𝐹 (𝑥, 𝑢) = lim
𝑇→∞

E
1

𝑇 + 1

𝑇∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑖∈𝑉

𝑓𝑖
(︀
𝑥𝑡
𝑖

)︀
−→ max

𝑢∈𝑈
,

де 𝑓𝑖(·, ·) — векторна функцiї корисностi ка-
пiталу у вузлi 𝑖; 𝛾 ∈ (0; 1] — дисконтую-
чий множник; E — математичне сподiвання,
𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 }, 𝑢 = {𝑢𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 }, 𝑈 =

=
{︁
𝑢𝑖𝑗 > 0 |

∑︀
𝑗∈ ̃︀𝑁(𝑖) 𝑢𝑖𝑗 6 𝑥𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉

}︁
. Обидвi

задачi багатокритерiальнi, причому компонен-
ти векторної функцiї 𝑓𝑖(·, ·) можуть вiдобража-
ти рiзнi аспекти корисностi та ризику у вузлi 𝑖.

Соцмережi. Не менш цiкавим застосуван-
ням теорiї керованих марковських полiв є мо-
делювання соцмереж. Наприклад, у роботi [4]
розглядається така графiчна модель соцiальної
взаємодiї.

Розглянемо соцiальну мережу з 𝑛 iндивiдiв
або вузлiв. Вузол 𝑖 асоцiюється з впливом 𝐴𝑖,
результатом 𝑌𝑖 i, можливо, коварiантами. На-
приклад, 𝑌 може представляти думки або ре-
кламнi кампанiї; 𝑌 може вiдображати поведiн-
ку, а 𝐴 — заохочувальнi втручання, або 𝑌 може
представляти iнфекцiйне захворювання, а 𝐴 —
вакцинацiю. У аналiзi рiшень Верховного суду
США, поданому в роботi [4], 𝑌𝑖 — це бiнарна
змiнна, яка вiдображає, чи було рiшення суд-
дi 𝑖 лiберальним чи консервативним, а 𝐴, яке
одночасно охоплює всiх суддiв, є iндикатором
сфери розгляду справи. Коли переконання або
думки iндивiдiв проходять фазовi переходи до
впорядкованих станiв, наприклад, коли є зовнi-
шнiй тиск досягти одностайного консенсусу, або
коли можна стверджувати, що розподiл пове-
дiнки, переконань, думок або iнших результа-
тiв досягає рiвноваги в межах зв’язкiв мережi,
тодi ланцюговий граф може бути правильним
пiдходом для моделювання спiльного розподiлу
результатiв у мережi та впливiв на цi результа-
ти. Наприклад, у даних Верховного суду США
результати представляють рiшення, ухваленi за
умов часових обмежень та пiд тиском дев’яти

суддiв досягти одностайного рiшення; цi рiшен-
ня можуть справдi перебувати в станi рiвноваги.

У статтi розглядається застосування керова-
них марковських полiв у контекстi каузально-
го аналiзу в соцiальних мережах та ланцюго-
вих графах. Дослiдження обґрунтовує викори-
стання ланцюгових графiв як iнструменту для
моделювання взаємодiй мiж iндивiдуальними
одиницями, що пiддаються впливу соцiальних
зв’язкiв, iнтерференцiї та поширення результа-
тiв.

Напрямленi ациклiчнi графи (DAG) i лан-
цюговi графи використовують для визначен-
ня статистичних i причиново-наслiдкових мо-
делей. Статистичнi графiчнi моделi пов’язують
спостережуваний розподiл даних 𝑝(𝑉 ) iз гра-
фом, де вершини пов’язанi з випадковими ве-
личинами у 𝑉 . Графiчнi моделi часто визна-
чаються за допомогою факторизацiї, де 𝑝(𝑉 )
можна записати як добуток менших факторiв
iз правилом для отримання цих факторiв, за-
даним графом. Причиново-наслiдковий висно-
вок iз даних спостережень полягає в тому, щоб
робити висновки щодо фактичних або потен-
цiйних значень випадкових величин на осно-
вi розподiлу даних спостереження 𝑝(𝑉 ). Пара-
метри причиново-наслiдкових зв’язкiв, що ста-
нолять першочерговий iнтерес, як правило, є
слабовимiрними пiдсумками, отриманими з роз-
подiлiв, а не самих розподiлiв. Наприклад, се-
реднiй причиново-наслiдковий ефект визначає-
ться як середнiй контраст E

[︀
𝑌 (𝑎)

]︀
− E

[︀
𝑌 (𝑎′)

]︀
.

Причиново-наслiдковi моделi DAG є потужни-
ми iнструментами для визначення причиново-
стi з використанням даних спостережень i на-
були широкого застосування в епiдемiологiї, со-
цiальних науках та iнших галузях i можуть
бути використанi для виведення теорiї iденти-
фiкацiї у складних багатовимiрних причиново-
наслiдкових системах.

Керованi марковськi поля використовують
як спосiб параметризацiї мережевих даних, що
дозволяє зменшити вимоги до обсягу даних i
полегшує обчислення й оцiнювання моделей.
У статтi продемонстровано, що такi моделi мо-
жуть ефективно описувати процес формування
колективних рiшень, зокрема на прикладi рi-
шень Верховного суду США.

Авторами обґрунтовано, що традицiйнi ме-
тоди каузального аналiзу, основанi на напрям-
лених ациклiчних графах (DAGs), можуть бути
непридатними для аналiзу взаємодiй у соцiаль-
них мережах через їхню складнiсть i вимоги до
обсягу даних. Натомiсть ланцюговi графи забез-
печують бiльш компактне подання залежностей
та дають змогу формалiзувати рiвноважнi ста-
ни взаємодiй у соцiальних мережах.
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Психологiя. Яскравим прикладом застосу-
вання графiчних моделей у психологiї є стат-
тя [5], яка фокусується на використаннi психо-
метричного мережевого аналiзу для дослiджен-
ня структури та взаємозв’язкiв у багатовимiр-
них даних, зокрема в психологiчних дослiджен-
нях. При цьому слiд видiлити такi основнi мо-
менти:

� для аналiзу мережi використовують гра-
фiчнi моделi, де вузли представляють
змiннi, а ребра — умовнi асоцiацiї мiж ни-
ми, мережi дозволяють виявляти патерни
асоцiацiй, якi часто вiдображають латен-
тну структуру даних;

� для оцiнки мережевих структур визначає-
ться топологiя мережi, зокрема щiльнiсть
зв’язкiв, центральнiсть вузлiв та структу-
ра кластерiв, мережi аналiзуються через
контекст тимчасових даних (наприклад,
часовi ряди) або панельних дослiджень;

� щодо застосування результатiв можна ви-
дiлити такi особливостi: у дослiдженнях
особистостi мережi дозволяють описати
взаємозв’язок мiж рисами характеру та
мотивацiйними цiлями; у сферi вивчення
ставлень моделюються змiни в оцiнках ва-
жливостi ставлень, що допомагає поясни-
ти поляризацiю; у дослiдженнях психi-
чного здоров’я мережi вiдображають вза-
ємозв’язки мiж симптомами, що сприяє
кращому розумiнню причин та можливих
втручань;

� видiляють такi переваги парних марков-
ських випадкових полiв: гнучкiсть у до-
слiдженнi умовних залежностей без необ-
хiдностi жорстких апрiорних припущень,
мережi забезпечують наочне представлен-
ня даних, сприяючи генерацiї гiпотез;

� разом з тим, є певнi обмеження та викли-
ки, серед яких труднощi з iнтерпретацiєю
центральностi вузлiв i залежнiсть вiд ви-
бору змiнних, необхiднiсть додаткових до-
слiджень для вдосконалення методiв обро-
блення даних, наприклад, для пропуще-
них або неоднорiдних даних.

Стаття наголошує на важливостi мережево-
го аналiзу як потужного iнструменту для ро-
зумiння складних взаємозв’язкiв у багатовимiр-
них даних, особливо в психологiчнiй науцi.

Висновки

Теорiя керованих випадкових полiв, попри
свою вiдносну малодослiдженiсть порiвняно з
теорiєю стохастичної оптимiзацiї та керованих
випадкових процесiв, демонструє значний по-
тенцiал для практичного застосування. Важли-
вим досягненням у цiй галузi є отримання фун-
даментальних результатiв щодо iснування та
методiв пошуку оптимальних стратегiй керува-
ння випадковими полями для широкого класу
функцiй ризику. Особливу увагу привертає мо-
жливiсть застосування цiєї теорiї у випадках,
де наявна локальна структура взаємодiї. Напря-
ми практичного використання не обмежуються
оцiнкою ризикiв катастроф, моделюванням та
аналiзом взаємодiй у соцiальних мережах, а та-
кож психометричним мережевим аналiзом. Це
свiдчить про мiждисциплiнарний характер те-
орiї та її потенцiйну унiверсальнiсть у засто-
суваннi до рiзних предметних галузей. Подаль-
ший розвиток теорiї потребує розширення нау-
кової та навчальної лiтератури, а також розро-
блення методологiї застосування до конкретних
практичних задач. Локальна структура взаємо-
дiї виступає ключовою характеристикою, що ви-
значає специфiку застосування теорiї, тому ва-
жливим є розвиток методiв оптимiзацiї для рi-
зних класiв функцiй ризику, що вiдповiдають
реальним практичним ситуацiям. Для ефектив-
ного впровадження теоретичних результатiв не-
обхiдно зосередити увагу на розробленнi спецi-
алiзованих методiв для кожного з визначених
напрямiв застосування, розвитку математично-
го апарату для бiльш точного опису локаль-
них структур взаємодiї та створеннi вiдповiдних
програмних iнструментiв. Особливу увагу слiд
придiлити розробленню методiв, що дозволяють
враховувати специфiку локальних взаємодiй у
конкретних практичних ситуацiях. Таким чи-
ном, незважаючи на вiдносно обмежену пред-
ставленiсть у науковiй лiтературi, теорiя керо-
ваних випадкових полiв має значний потенцiал
для практичного застосування в рiзних галузях.
Подальший розвиток теорiї та методологiї її за-
стосування може суттєво вплинути на ефектив-
нiсть розв’язання важливих практичних задач
у рiзних сферах людської дiяльностi, вiд технi-
чних аспектiв оцiнки ризикiв катастроф до со-
цiальних та психологiчних аспектiв аналiзу ме-
реж взаємодiї.
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R. Chornei

ON SOME APPLICATIONS OF CONTROLLED RANDOM
FIELDS WITH LOCAL INTERACTION STRUCTURE

This paper explores controlled random fields with a local interaction structure and the fields’ potential
applications. The primary focus is on optimal control problems for stochastic systems defined on
graphs, emphasizing risk assessment, social network modeling, and psychometric network analysis. The
study formalizes mathematical approaches that facilitate stochastic optimization and decision-making
in complex systems with locally structured interactions.

The theoretical framework is developed within the context of Markov random fields, where inter-
actions are defined on finite graphs. The article introduces a mathematical model that captures local
dependencies among interacting elements and derives methods for optimizing their collective behav-
ior. A key result concerns the existence and characterization of optimal control strategies in stochastic
environments, demonstrating their applicability to risk management and dynamic decision-making.

The paper also discusses the use of controlled Markov fields in social network modeling. Specifically,
it examines how individuals influence each other within structured networks and how equilibrium states
emerge under specific interaction rules. This modeling technique proves useful in predicting opinion
dynamics, social polarization, and decision-making in hierarchical systems.

A further application is psychometric network analysis, where controlled random fields facilitate
the study of cognitive and psychological interactions among individuals. The methodology enables
the identification of latent structures within high-dimensional psychological data, improving predictive
accuracy in behavioral sciences.

The results contribute to interdisciplinary research at the intersection of mathematics, economics,
and social sciences. The findings provide valuable insights into how locally structured systems can be
effectively managed and optimized in various applied domains.

Keywords: controlled random fields, local interactions, optimal strategies.
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