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НЕЛIНIЙНЕ ПОШИРЕННЯ ХВИЛЬОВИХ ПАКЕТIВ ПРИ
ХВИЛЬОВИХ ЧИСЛАХ, БЛИЗЬКИХ ДО КРИТИЧНОГО,

В ДВОШАРОВIЙ ГIДРОДИНАМIЧНIЙ СИСТЕМI
СКIНЧЕННОЇ ГЛИБИНИ

Розглянуто задачу про поширення слабконелiнiйних хвильових пакетiв у двошаровiй гiдроди-
намiчнiй системi «шар з твердим дном — шар з кришкою». Для дослiдження та аналiзу вико-
ристано метод багатомасштабних розвинень (МБР) до третього порядку, що дає можливiсть
отримати першi наближення дослiджуваної моделi, якi є лiнiйними вiдносно невдомих функцiй,
що є доданками у вiдповiдних розкладах. У результатi вдається отримати еволюцiйне рiвняння
обвiдної хвильових пакетiв у формi нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Коли частота центру хви-
льового пакету близька до нуля, отриманi з МБР результати не можуть бути використанi для
моделювання хвильових рухiв у дослiджуванiй системi. В статтi розглянуто граничний випадок
поширення хвильових пакетiв при навколокритичних хвильових числах. На основi дисперсiйно-
го спiввiдношення та умов розв’язуваностi другого та третього наближень встановлено, що
поширення хвильових пакетiв при хвильових числах, близьких до критичного, описується не-
лiнiйним рiвнянням Шредiнгера. Отримане рiвняння мiстить першу похiдну за просторовою
координатою та двi похiднi за часовою координатою i може бути поширеним на всi хвильовi
числа. Також виведено спiввiдношення мiж хвильовим числом та малим параметром.
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Вступ

Використання асимптотичних методiв до за-
дач дослiдження поширення хвильових пакетiв
є одним iз найпоширенiших способiв матема-
тичного моделювання хвильових рухiв у рiди-
нах. Зокрема, застосування методу багатомас-
штабних розвинень (МБР) до слабконелiнiйних
задач такого класу призводить до аналiзу послi-
довних наближень, якi є лiнiйними вiдносно не-
вiдомих функцiй — доданкiв вiдповiдних асим-
птотичних розкладiв.

У дослiдженнi [1] проведено аналiтичне мо-
делювання поширення хвильових пакетiв у дво-
шаровiй гiдродинамiчнiй системi «пiвпростiр —
пiвпростiр». За допомогою МБР отримано пер-
шi три наближення. Виведено дисперсiйне спiв-
вiдношення та умови розв’язуваностi другого
та третього наближень. Отримано еволюцiйне
рiвняння обвiдної хвильових пакетiв у виглядi
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (НРШ). Про-
ведено аналiз модуляцiйної стiйкостi хвильових
пакетiв.

Роботи [2] та [3] присвяченi аналiзу поширен-
ня слабконелiнiйних хвильових пакетiв у гiдро-
динамiчнiй системi «пiвпростiр — шар з твер-
дою кришкою». Зокрема, отримано еволюцiйне
рiвняння обвiдної, проаналiзовано форму хви-
льових пакетiв, дослiджено питання модуляцiй-

ної стiйкостi.
У статтях [5] та [6] дослiджено математичну

модель хвильових рухiв у гiдродинамiчнiй си-
стемi «шар з твердим дном — шар з кришкою».
Отримано рiвняння для обвiдної хвильового па-
кета у формi НРШ. Проаналiзовано характернi
особливостi поширення хвильових пакетiв.

З використанням МБР у роботах [7], [8] та [9]
проаналiзовано питання поширення слабконелi-
нiйних хвильових пакетiв у гiдродинамiчних си-
стемах «шар з твердим дном — шар — шар з
вiльною поверхнею», «пiвпростiр — шар — шар
з твердою кришкою», «шар з твердим дном —
шар — шар з твердою кришкою». Отримано
еволюцiйнi рiвняння обвiдної хвильових паке-
тiв у формi НРШ, проведено аналiз характе-
ристик поширення хвиль. У вказаних роботах
було проведено детальний аналiз хвильових ру-
хiв. Зазначимо, що у випадку малих частот, ко-
ли 𝜔 → 0, результати, отриманi у вказаних ро-
ботах, не можуть бути застосованi для матема-
тичного моделювання хвильових рухiв. Цей ви-
падок розглянуто у [1] для моделi «пiвпростiр
— пiвпростiр» та у [4] для моделi «пiвпростiр —
шар з твердою кришкою».

У запропонованому дослiдженнi ми розгля-
немо поширення хвильових пакетiв при значен-
нi хвильових чисел, близьких до критичного,
для гiдродинамiчної системи «шар з твердим
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дном — шар з кришкою».

Поширення хвильових пакетiв у
двошаровiй гiдродинамiчнiй системi

скiнченної глибини

Розглянемо задачу про поширення двовимiр-
них хвильових пакетiв кiнцевої амплiтуди на
поверхнi контакту 𝜂(𝑥, 𝑡) рiдких шарiв Ω1 =
= {(𝑥, 𝑧) : |𝑥| < +∞,−ℎ1 < 𝑧 < 0} та Ω2 =
= {(𝑥, 𝑧) : |𝑥| < +∞, 0 < 𝑧 < ℎ2}. Враховує-
ться сила поверхневого натягу 𝑇 , сила тяжiння
направлена перпендикулярно до поверхнi роз-
подiлу у вiд’ємному z-напрямку, рiдини вважа-
ються нестисливими. Швидкостi у Ω𝑖 вираженi
через градiєнти потенцiалiв 𝜑𝑖(𝑥, 𝑧, 𝑡). Матема-
тична постановка задачi в безрозмiрному вигля-
дi:

∆𝜑𝑗 = 0 in Ω𝑗 , (1)
𝜂,𝑡¯𝜑𝑗,𝑧 = ¯𝛼𝜂,𝑥𝜑𝑗,𝑥 при 𝑧 = 𝛼𝜂(𝑥, 𝑡),

𝜑1,𝑡−𝜌𝜑2,𝑡+(1̄ 𝜌)𝜂+0.5𝛼 (∇𝜑1)
2
0̄.5𝛼𝜌 (∇𝜑2)

2

¯𝑇
(︁
1 + (𝛼𝜂,𝑥)

2
)︁−3/2

𝜂,𝑥𝑥 = 0 при 𝑧 = 𝛼𝜂(𝑥, 𝑡),

𝜑1,𝑧 = 0 при 𝑧 = ¯ℎ1,

𝜑2,𝑧 = 0 при 𝑧 = ℎ2,

де 𝜌 = 𝜌2/𝜌1, 𝜌𝑖(𝑖 = 1, 2) — густини шарiв Ω𝑖,
𝛼 = 𝑎/𝑙 — параметр нелiнiйностi, 𝑎 — макси-
мальне вiдхилення поверхнi контакту 𝜂(𝑥, 𝑡), 𝑙
— довжина хвиль.

Розв’язки задачi (1) можна шукати, ви-
користовуючи метод багатомасштабних розви-
нень. Представимо невiдомi функцiї 𝜂(𝑥, 𝑡) та
𝜑𝑖(𝑥, 𝑧, 𝑡) у виглядi

𝜂(𝑥, 𝑡) =

3∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛−1𝜂𝑛 +O(𝛼3), (2)

𝜑𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

3∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛−1𝜑𝑗𝑛 +O(𝛼3),

де 𝜂𝑛 = 𝜂𝑛(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) та 𝜑𝑗𝑛 =
= 𝜑𝑗𝑛(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑧, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) — вiдповiднi доданки
в асимптотичних розкладах (𝑛 = 1, 2, 3), 𝑥𝑗 =
= 𝛼𝑗𝑥 та 𝑡𝑗 = 𝛼𝑗 — масштабнi змiннi (𝑗 = 0, 1, 2).

Пiдставивши (2) у задачу (1), отримаємо
першi три лiнiйнi наближення вiдносно невiдо-
мих функцiй 𝜂𝑛 та 𝜑𝑗𝑛. Цi проблеми мають скла-
дний аналiтичний вигляд, тому тут їх наводити
не будемо. Зазначимо, що в результатi аналiзу
вказаних наближень було знайдено дисперсiйне
спiввiдношення та умови розв’язуваностi друго-
го та третього наближень, на основi яких можна
отримати еволюцiйне рiвняння обвiдної у вигля-
дi НРШ.

У роботi [5] було отримано дисперсiйне спiв-
вiдношення

𝜔2 =
𝑘¯𝜌𝑘 + 𝑇𝑘3

coth(𝑘ℎ1) + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)
, (3)

де 𝜔 — частота центру хвильового пакета, 𝑘 —
хвильове число. Умову розв’язуваностi для дру-
гого наближення можна записати у виглядi

𝑊11𝐴,𝑡1 +𝑊12𝐴,𝑥1
= 0, (4)

де 𝐴 — обвiдна хвильового пакета, 𝑊11 та
𝑊12 — коефiцiєнти, якi мають громiздкий ана-
лiтичний вигляд та залежать вiд параметрiв
(ℎ1, ℎ2, 𝑇, 𝜌, 𝑘). Умову розв’язуваностi для тре-
тього наближення можна записати у виглядi

𝑊21𝐴,𝑡2 +𝑊22𝐴,𝑡2 +𝑊23𝐴,𝑡1𝑥1+

𝑊24𝐴,𝑥1𝑥1
+𝑊25𝐴,𝑡1𝑡1 = 𝑊26𝐴

2𝐴 (5)

де 𝑊2𝑖 (𝑖 = 1, 6) — коефiцiєнти, якi мають гро-
мiздкий аналiтичний вигляд та залежать вiд па-
раметрiв (ℎ1, ℎ2, 𝑇, 𝜌, 𝑘).

Зазначимо, що у випадку 𝜔 → 0, коли 𝜔′ →
∞, розвинення, що отриманi у [5; 6] для випадку
широкого спектра частот, не можуть бути засто-
сованi. Для розгляду цього граничного випадку
перепишемо умову (4) у виглядi

𝑘′𝐴,𝑡1 +𝐴,𝑥1 = 0, (6)

де 𝑘′ = 𝑑𝑘/𝑑𝜔, отримана з (3) i має вигляд

𝑘′ = 2𝜔 (coth(𝑘ℎ1) + 𝜌 coth(𝑘ℎ2))
2 ×

{𝑇𝑘3[ℎ1(coth
2(𝑘ℎ1)¯1) + 𝜌ℎ2(coth

2(𝑘ℎ2)¯1)]+

3𝑇𝑘2[coth(𝑘ℎ1) + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)] + 𝑘(1− 𝜌)[ℎ1+

+ 𝜌ℎ2¯ℎ1 coth
2(𝑘ℎ1)¯𝜌ℎ2 coth

2(𝑘ℎ2)]¯

¯(1¯𝜌)[coth(𝑘ℎ1)¯𝜌 coth(𝑘ℎ2)]}−1.

Продиференцiюємо (6) спочатку за 𝑥1, а по-
тiм за 𝑡1. Отримаємо

𝑘′𝐴,𝑡1𝑥1 +𝐴,𝑥1𝑥1 = 0, 𝑘′𝐴,𝑡1𝑡1 +𝐴,𝑥1𝑡1 . (7)

Остаточно з (7) маємо

𝐴,𝑥1𝑥1 = ¯𝑘′𝐴,𝑡1𝑡1 , 𝐴,𝑥1𝑥1 = (𝑘′)2𝐴,𝑡1𝑡1 . (8)

Тодi, використовуючи (6), (8) та умову
розв’язуваностi (5), отримаємо шукане еволю-
цiйне рiвняння у виглядi нелiнiйного рiвняння
Шредiнгера

𝐴,𝑥 + 𝑘′𝐴,𝑡¯0.5𝑖𝑘
′′𝐴,𝑡𝑡 = 2𝑖𝛼2𝐽0𝐴

2𝐴, (9)

де 𝑘′′ = 𝑑2𝑘/𝑑𝜔2. Вираз для 𝑘′′ має складний
аналiтичний вигляд, тому тут його не наводи-
мо. Рiвняння (9) має розв’язок, який залежить
лише вiд часу

𝐴 = 0.5𝑎 exp(𝑖𝜎𝑡+ 𝑐𝑜𝑛𝑠‘𝑡), (10)
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де 𝑎 — деяка стала. Пiдставимо (10) у (9), отри-
маємо рiвняння вiдносно 𝜎:

0.5𝑘′′𝜎2¯𝑘′𝜎 + 2𝛼2𝑎2𝐽0 = 0. (11)

З (11) отримаємо

𝜎1,2 =
𝑘′ ∓

√︀
(𝑘′)2¯2𝛼2𝑎2𝐽0

𝑘′′
. (12)

Якщо 𝜔 → 0, тодi отримаємо, що

𝑘′ → 𝜔(coth(𝑘ℎ1 + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)))

𝑇𝑘2
,

𝑘′′ → (coth(𝑘ℎ1 + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)))

𝑇𝑘2
, (13)

𝐽0 → 3𝑘3

32
.

Враховуючи (13), вираз (11) для 𝜎 можна пере-
писати у такому виглядi

𝜎 = 𝜔 ∓
(︂
𝜔2¯

3𝛼2𝑎2𝑘5𝑇

8(coth(𝑘ℎ1) + 𝜌𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑘ℎ2))

)︂0.5

.

Отже, вираз для 𝜎 набуває дiйсних значень,
якщо

𝜔2 ≥ 3𝛼2𝑎2𝑘5𝑇

8(coth(𝑘ℎ1) + 𝜌𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑘ℎ2))
. (14)

З умови (14) та дисперсiйного спiввiдношення
(3) отримаємо зв’язок мiж хвильовим числом 𝑘
та нелiнiйним параметром 𝛼, що вiдповiдає кри-
тичнiй частотi:

3𝛼2𝑎2𝑘4¯8𝑘2¯8
1− 𝜌

𝑇
= 0,

звiдки хвильове число визначається за форму-
лою

𝑘 =
4∓ 4

√︁
1− 3𝛼2𝑎2(1−𝜌)

2𝑇

3𝛼2𝑎2
. (15)

Отриманий результат (15) повнiстю узгоджує-
ться з дослiдженнями, проведеними в [1] i [5].
Зазначимо, що з (15) можна отримати розвине-
ння хвильового числа 𝑘 за малим параметром
𝛼.

Висновки та перспективи подальших
дослiджень

У роботi розглянуто задачу про поширення
слабконелiнiйних хвильових пакетiв у двоша-
ровiй гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим
дном — шар з кришкою» з використанням ме-
тоду багатомасштабних розвинень. Розглянуто
граничний випадок поширення хвильових паке-
тiв при навколокритичних хвильових числах. У
цьому випадку, частота центру хвильового па-
кета близька до нуля, i розвинення, отриманi
методом багатьох масштабiв, не можуть бути
застосованi для моделювання хвильових рухiв.
В результатi встановлено, що поширення хви-
льових пакетiв при хвильових числах, близьких
до критичного, описується нелiнiйним рiвнян-
ням Шредiнгера, що мiстить першу похiдну за
просторовою координатою та двi похiднi за ча-
совою координатою i яке може бути поширеним
на всi хвильовi числа. Отримано спiввiдноше-
ння мiж хвильовим числом та малим параме-
тром. У подальшому планується дослiдити по-
няття модуляцiйної стiйкостi (стiйкостi Бенджа-
мiна — Фейра) для випадку хвильових чисел,
близьких до критичного.
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V. Naradovyi

NONLINEAR PROPAGATION OF WAVE PACKETS AT
WAVE NUMBERS CLOSE TO THE CRITICAL ONE IN A
TWO-LAYER HYDRODYNAMIC SYSTEM OF FINITE

DEPTH

The problem of the propagation of weakly nonlinear wave packets in a two-layer hydrodynamic
system, ≪layer with a solid bottom — layer with a lid,≫ is considered. The method of multiple-scale
expansions (MSE) up to the third order is employed for investigation and analysis. This method allows
one to obtain the first approximations of the studied model, which are linear with respect to the unknown
functions that are the terms in the respective expansions. As a result, the evolution equation for the wave
packet envelope is derived in the form of a nonlinear Schrödinger equation. When the central frequency
of the wave packet is close to zero, the results obtained using MSE cannot be applied to model wave
motions in the studied system. The article examines the limiting case of wave packet propagation at
near-critical wave numbers. Based on the dispersion relation and solvability conditions for the second
and third approximations, it is established that the propagation of wave packets at wave numbers close
to the critical one is described by the nonlinear Schrödinger equation. The derived equation includes
the first spatial derivative and two temporal derivatives and can be extended to all wave numbers.
Additionally, a relation between the wave number and the small parameter is derived.

Keywords: internal waves, nonlinear Schrödinger equation, wave number.
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