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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI ПОШУКУ НЕРУХОМОЇ
ТОЧКИ ВIДОБРАЖЕННЯ В ПРОСТОРАХ
БАГАТОВИМIРНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

У статтi розглянуто задачу пошуку нерухомої точки для вiдображень у просторах бага-
товимiрних послiдовностей. Автори формулюють i доводять основну теорему, що забезпечує
iснування та єдинiсть розв’язку рiвняння типу x̄ = h̄ + Ax̄, де A є лiнiйним оператором у
просторi Банаха з певними властивостями. В роботi введено систему пiвнорм, яка узгоджу-
ється з нормою простору та задовольняє умови монотонностi й обмеженостi. Використову-
ючи метод послiдовних наближень та аналiз збiжностi вiдповiдного ряду, доведено iснування
розв’язку задачi, а також отримано оцiнки для норми розв’язку. Особливу увагу придiлено дове-
денню обмеженостi оператора та унiкальностi розв’язку, що гарантує коректнiсть постановки
задачi. Запропонованi результати є розвитком класичних пiдходiв до задачi нерухомих точок у
новому контекстi багатовимiрних послiдовностей, що мають як теоретичну, так i прикладну
цiннiсть.
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Вступ

Проблема iснування та єдиностi нерухомих
точок вiдображень є фундаментальною у фун-
кцiональному аналiзi й має широке коло засто-
сувань у теорiї динамiчних систем, стохасти-
чних процесiв, оптимальному керуваннi та об-
числювальнiй математицi. Класичнi результа-
ти, починаючи вiд робiт Банаха [1], сформу-
вали основу сучасної теорiї нерухомих точок i
стали ключовими для розв’язання нелiнiйних
рiвнянь, задач оптимiзацiї та аналiзу iтерацiй-
них методiв. Подальший розвиток цiєї тематики
вiдображено у фундаментальних монографiях
Dugundji та Granas [2], а також у працях Kelley
[3], де викладено топологiчнi засади, необхiднi
для формулювання та доведення узагальнених
теорем про нерухомi точки.

Додатковий iмпульс дослiдженням надали
роботи, присвяченi аналiзу нескiнченних ма-
триць i просторiв послiдовностей [4], якi ство-
рили передумови для розширення теорiї на ба-
гатовимiрнi та структурованi простори. Цi пiд-
ходи виявилися особливо корисними у задачах
дискретизацiї рiвнянь математичної фiзики, що
призводять до багатовимiрних рiзницевих ана-
логiв диференцiальних рiвнянь. Отриманi рiв-
няння мають багато спiльного з тими, що роз-
глядалися у вiдомiй монографiї Брiллюена та
Пародi [5], присвяченiй поширенню хвиль у пе-
рiодичних структурах, зокрема у кристалiчних
ґратках.

Початково дослiдження фокусувалися на

процесах поширення хвиль тиску, теплових
хвиль та дифузiї у неоднорiдних середовищах.
Подальший розвиток обчислювальних можли-
востей електронно-обчислювальних машин дав
змогу вирiшувати складнi оберненi задачi сей-
смiки, радiолокацiї, томографiї. Точнiсть цих
задач iстотно залежить вiд розмiрностi просто-
ру: що бiльша розмiрнiсть, то точнiшими є ре-
зультати. При цьому внутрiшня структура роз-
рiджених матриць у великих системах дозволя-
ла робити висновки щодо їх розв’язностi.

Однак нове коло задач, зокрема у сферi шту-
чного iнтелекту, пов’язане з необхiднiстю робо-
ти iз заповненими матрицями, що оперують ве-
кторами з мiльйонами координат. Це зумовлює
актуальнiсть нових пiдходiв, основаних на вну-
трiшнiх властивостях вiдображень, якi не по-
требують застосування традицiйних метричних
характеристик, як-от стискання.

У цiй роботi дослiджується задача пошуку
нерухомої точки у просторах багатовимiрних
послiдовностей iз застосуванням системи пiв-
норм, узгодженої з нормою простору Банаха,
але стискання не передбачається. Запропонова-
ний результат є iншим пiдходом, нiж метод сти-
скаючих вiдображень.

Основний результат

Теорема. Нехай B — простiр Банаха, || · ||B
— норма в ньому, A — лiнiйний оператор в B.
Нехай також || · ||n, n ∈ Z, — злiченна система
пiвнорм в B, що має властивостi монотонно-
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стi й обмеженостi:

||x̄||n ≤ ||x̄||n+1;

lim
n→∞

||x̄||n = ||x̄||B ;
∀x̄ ∈ B. (1)

Нехай також знайдеться така додатна послi-
довнiсть чисел

{
α(l)

}
l∈Z, що α =

∑
l∈Z

α(l) < ∞

i для всiх n ∈ Z i кожного елемента x̄ ∈ B
виконується нерiвнiсть

||Ax̄||n ≤
n−1∑

l=−∞

α(l)||x̄||l. (2)

Тодi оператор A — обмежений, для будь-
якого h̄ ∈ B рiвняння

x̄ = h̄+Ax̄ (3)

має єдиний розв’язок у просторi B, i для нього
виконується оцiнка

||x̄||n ≤ e

n−1∑
l=−∞

α(l)

, n ∈ Z. (4)

Доведення. I. Покажемо що оператор A обме-
жений. Використовуючи обмеженiсть пiвнорм
i переходячи до границi у нерiвностi (1) за n,
отримаємо

||Ax̄||B ≤
∞∑

l=−∞

α(l)||x̄||l ≤ α||x̄||B . (5)

II. Доведемо iснування розв’язку рiвнян-
ня (3). Для цього скористаємося методом послi-
довних наближень. Нехай початкове наближен-
ня x̄(0) = h̄, тодi збiжнiсть iтерацiйного процесу
x̄(k) = h̄+Ax̄(k−1) еквiвалентна збiжностi ряду

x̄ = h̄+Ah̄+A2h̄+ · · ·+Akh̄+ · · · (6)

Оцiнимо елементи ряду (6). Покажемо, що

||Akx̄||n ≤ ||h̄||n

(
n−1∑

l=−∞
α(l)

)k

k!
. (7)

Доведення нерiвностi (7) проведемо методом
математичної iндукцiї за iндексом k. Нехай k =
= 1, тодi з монотонностi пiвнорм (1) i умови (2)
теореми для всiх h̄ ∈ B отримуємо

||Ah̄||n ≤
n−1∑

l=−∞

α(l)||h̄||l ≤ ||h̄||n
n−1∑

l=−∞

α(l).

Припустимо, що нерiвнiсть правильна для

деякого k. Доведемо її для k + 1 члена ряду:

||Ak+1h̄||n ≤
n−1∑

l=−∞

α(l)||Akh̄||l

≤ ||h̄||n
n−1∑

l=−∞

α(l)

(
n−1∑

l=−∞
α(l)

)k

k!
. (8)

Для зручностi введемо позначення

F (l) =

n∑
l=−∞

α(l),

тодi права частина нерiвностi (8) набуває вигля-
ду

||h̄||n
k!

n−1∑
l=−∞

(F (l))− F (l − 1))(F (l − 1))k

=
||h̄||n
k!

( n−1∑
l=−∞

F (l)(F (l − 1))k

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)
. (9)

Скористаємося вiдомою нерiвнiстю, що ви-
користовується при доведеннi нерiвностi Гель-
дера:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
, (10)

де a, b, p, q > 0 i 1
p + 1

q = 1.
Покладемо p = k + 1, q = k+1

k i застосує-
мо (10) до кожного доданку першої з сум (9).
Отримаємо

||h̄||n
k!

( n−1∑
l=−∞

F (l)(F (l − 1))k

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)

≤ ||h̄||n
k!

(
1

k + 1

n−1∑
l=−∞

(F (l))k+1

+
k

k + 1

n−1∑
l=−∞

(F (l − 1))k+1

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)

≤ ||h̄||n
(k + 1)!

( n−1∑
l=−∞

F (l)k+1

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)
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= ||h̄||n
(F (n− 1)k+1

(k + 1)!
.

Отже, нерiвнiсть (7) доведено,

||x̄||n =

∣∣∣∣∣∣∣∣h̄+

∞∑
k=1

Akh̄

∣∣∣∣∣∣∣∣
n

≤ ||h̄||n
(
1 +

∞∑
k=1

(F (n− 1))k

k!

)

= ||h̄||ne
n−1∑

k=−∞
α(l)

, n ∈ Z,

тобто ряд збiгається. Його сума є розв’язком
рiвняння (3). Для розв’язку рiвняння (3) вико-
нується оцiнка (4).

Покажемо, що iнших розв’язкiв немає, вiд
супротивного. Припустимо, що розв’язкiв два
x̄1 та x̄2. Тодi їхня рiзниця задовольняє одно-
рiдному рiвнянню

x̄ = Ax̄.

Покажемо, що за виконання умов теореми це
рiвняння має лише тривiальний розв’язок. За
умовою теореми послiдовнiсть {α(l)|}l∈Z суму-
ється абсолютно. Отже, для кожного ε ∈ [0; 1)
знайдеться такий номер m, що

m∑
l=−∞

α(l) = ε < 1

||x̄||m ≤
m−1∑
l=−∞

α(l)||x̄||l ≤ ε||x̄||m.

Звiдси ||x̄||m = 0 i внаслiдок монотонностi пiд-
норм для всiх l < m виконується ||x̄||l = 0. З ре-
курентних нерiностей (2) випливає, що ||x̄||B =
= 0 , а отже, x̄ = 0.

Теорему доведено.

Висновки

У статтi дослiджено задачу пошуку нерухо-
мої точки вiдображення в просторах багатови-
мiрних послiдовностей. Показано, що для ши-
рокого класу вiдображень, якi задовольняють
умови компактностi та неперервностi, iснують
достатнi умови розв’язностi задачi. Використа-
ння iтерацiйних методiв дозволяє не лише дове-
сти факт iснування нерухомої точки, а й побу-
дувати ефективну процедуру її вiдшукання.

Отриманi результати є ще одним констру-
ктивним пiдходом до розв’язання задач про по-
шук нерухомої точки вiдображень. Подальшi
дослiдження можуть бути спрямованi на роз-
ширення запропонованих пiдходiв для вiдобра-
жень у просторах зi змiнною структурою, а та-
кож на вивчення задач iз додатковими обмеже-
ннями, що мають прикладне значення у мате-
матичному моделюваннi.
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Y. Honcharenko, V. Lyashko, A. Tymoshenko, R. Chornei

ON THE SOLVABILITY OF THE FIXED POINT PROBLEM
FOR MAPPINGS IN SPACES OF MULTIDIMENSIONAL

SEQUENCES

The article addresses the problem of finding fixed points for mappings in spaces of multidimensional
sequences. The authors formulate and prove a fundamental theorem establishing the existence and
uniqueness of a solution to the equation of the form x̄ = h̄+Ax̄, where A is a linear operator acting in
a Banach space endowed with a countable system of seminorms. These seminorms are consistent with
the norm of the space and satisfy monotonicity and boundedness conditions.

By applying the method of successive approximations, the convergence of the corresponding iterative
process is analyzed. The study demonstrates that the infinite series arising from the iterative scheme
converges, providing an explicit representation of the solution. Furthermore, norm estimates for the
solution are derived, showing that the operator under consideration is bounded. The uniqueness of the
solution is rigorously established by proving that the associated homogeneous equation admits only the
trivial solution under the stated assumptions.

The results presented in this paper extend the classical fixed-point theory into the framework of
multidimensional sequence spaces, thereby contributing both to the theory of functional analysis and to
applications. In particular, the developed approach is relevant for the study of discrete and continuous
dynamical systems, the analysis of stochastic processes, and the design of models in optimal control
theory, where identifying stationary states plays a central role.

Overall, the article provides a mathematically rigorous foundation for addressing solvability questions
in spaces with complex structures. It enriches the theoretical toolbox available for researchers working
on applied problems involving high-dimensional or structured state spaces, thereby opening perspectives
for further studies in modern analysis and its applications.

Keywords: fixed point, linear operators, norm, seminorm.
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