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СХЕМА РОЗПОДIЛУ СЕКРЕТУ, ЩО БАЗУЄТЬСЯ НА
КРИПТОСИСТЕМI ГОЛДВАССЕР-ГОЛДРIХА-ХАЛЕВI

З розвитком квантових технологiй стає актуальним питання про дослiдження та впрова-
дження криптографiчних примiтивiв, що базуються на складних задачах для квантових обчи-
слень. Такi криптографiчнi примiтиви є стiйкими щодо квантового криптоаналiзу. Прикладом
задач, що мають експоненцiйну складнiсть для квантових обчислень, є задачi на решiтках, такi
як пошук найкоротшого вектора або пошук найближчого вектора. Однiєю з перших i найвiдомi-
ших квантово-стiйких криптосистем, що в основi свого математичного апарату використовує
задачi на решiтках, є криптосистема Голдвасcер-Голдрiха-Халевi.

Схема розподiлення секрету є фундаментальним криптографiчним примiтивом, що допу-
скає розподiлення секрету мiж множиною учасникiв, при цьому вiдновлення секрету можливе
тiльки при авторизацiї всiх або певної частини учасникiв (порогу учасникiв). Також необхiдною
умовою схеми розподiлення секрету є неможливiсть окремих учасникiв, або груп учасникiв, кiль-
кiсть яких менша за порiг, вiдновити секрет.

Варiанти побудови схем розподiлу секрету на рiзних математичних моделях, у тому числi
на решiтках, наразi активно дослiджуються, оскiльки вони дозволяють проводити надiйнi ба-
гатостороннi обчислення, безпечно поширювати iнформацiю шляхом поширення i розподiлення
оригiналу даних мiж рiзними серверами, для побудови компiляторов схем iз захистом вiд вито-
ку тощо. У цiй роботi запропоновано нову квантово-стiйку n-порогову схему розподiлу секрету
для n учасникiв, що базується на криптосистемi Голдвасcер-Голдрiха-Халевi.

Ключовi слова: цiлочисельна решiтка, алгоритм Бабаї, криптосистема Голдвасcер-Голдрiха-
Халевi, схема розподiлу секрету, асиметричний алгоритм шифрування.

Вступ

З розвитком квантових технологiй вини-
кає потреба в дослiдженнях та впровадженнях
криптографiчних примiтивiв, що базуються на
складних задачах для квантових обчислень. Та-
кi криптографiчнi примiтиви є стiйкими що-
до квантового криптоаналiзу. Прикладом задач,
що є складними для квантових обчислень (тоб-
то мають експоненцiйну складнiсть), є задачi на
решiтках, такi як пошук найкоротшого вектора
або пошук найближчого вектора. Однiєю з пер-
ших i найвiдомiших квантово-стiйких криптоси-
стем, яка в основi свого математичного апарату
використовує задачу на решiтках, є криптоси-
стема Голдвасcер-Голдрiха-Халевi [3; 4; 10].

Схема розподiлення секрету [8] є фунда-
ментальним криптографiчним примiтивом, що
допускає розподiлення секрету мiж множиною
учасникiв, при цьому вiдновлення секрету мо-
жливе тiльки при авторизацiї всiх або певної ча-
стини учасникiв (порогу учасникiв). Також не-
обхiдною умовою схеми розподiлення секрету є
неможливiсть окремих учасникiв, або груп уча-
сникiв, кiлькiсть яких менша за порiг, вiдновити
секрет.

Схеми розподiлення секрету використовую-

ться для надiйних багатостороннiх обчислень,
для побудови компiляторов схем iз захистом вiд
витоку [2; 5], для аутсорсингу даних у безпе-
чний спосiб, що дозволяє уникнути необхiдностi
витрачати час на процес шифрування та деши-
фрування i проблем, якi пов’язанi з управлiн-
ням ключами [9], тощо. Варiанти побудови схем
розподiлу секрету на рiзних математичних мо-
делях[2], у тому числi й на решiтках [7], наразi
активно дослiджуються рiзними науковцями. У
цiй роботi запропоновано нову n-порогову схе-
му розподiлу секрету для n учасникiв, що ба-
зується на криптосистемi Голдвасcер-Голдрiха-
Халевi.

Необхiднi визначення

Спочатку нагадаємо основнi означення.
Означення 1. [10] Нехай v1, . . ., vn ∈ Rm є мно-
жиною лiнiйно незалежних векторiв. Решiткою
L, породженою v1, . . ., vn, називають множину
всiх лiнiйних комбiнацiй v1, . . ., vn з цiлими ко-
ефiцiентами, тобто

L = {a1v1+a2v2+ . . .+anvn | a1, a2, . . . , an ∈ Z}.

«Поганим» базисом решiтки L назива-
ють менш ортогональний її базис. Вiдповiдно,
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«хорошим» базисом решiтки є її ортогональ-
ний базис або подiбний до ортогонального.

Основними задачами на решiтках, якi є
«складними», тобто мають експоненцiйну скла-
днiсть для звичайних i квантових обчислень,
i якi використовують у криптографiї, є пошук
найкоротшого вектора, пошук найближчого ве-
ктора та пошук найменшого базису.

Наведемо формулювання цих задач.
Означення 2. [10] Задачу пошуку найкоро-
тшого вектора (Shortest Vector Problem, SVP) у
решiтцi L можна описати одним iз трьох таких
способiв:

• знайти ненульовий вектор x у решiтцi L,
для котрого

∥x∥ ≤ ∥y∥

для всiх ненульових y ∈ L, тобто ∥x∥ =
= λ1(L);

• SV Pγ : знаходження апроксимованого най-
меншого вектора x у решiтцi L, який

∥x∥ ≤ γ · λ1(L),

для малої константи γ;
• uSV Pγ : для константи γ > 1 та решiтки L

таких, що

λ2(L) > γ · λ1(L),

знайти такий ненульовий вектор x ∈ L
довжини λ1(L).

Означення 3. [10] Маючи решiтку L у n-
вимiрному дiйсному просторi та x ∈ Rn, x /∈ L,
проблему пошуку найближчого вектора (Closest
Vector Problem, CVP) можна описати так:

• знайти такий вектор y ∈ L, щоб

∥x− y∥ ≤ ∥x− z∥

для всiх z ∈ L;
• CV Pγ : знайти такий y, щоб

∥x− y∥ ≤ γ · ∥x− z∥

для всiх z ∈ L та малої константи γ.
Означення 4. [3] Проблема пошуку найменшо-
го базису (Smallest Basis Problem, SBP) : маючи
базис B решiтки L, треба знайти iнший базис B′

для цiєї самої решiтки, у якому добуток довжин
його елементiв буде найменшим.

Наведенi задачi мають експоненцiйну скла-
днiсть для звичайних i для квантових обчи-
слень. В загальному випадку наразi не iснує
алгоритму, за яким можливо було б знайти
розв’язки за полiномiальний час, проте для
ортогонального базису iснують алгоритми, що
працюють швидко. Найшвидшi алгоритми для

розв’язання наведених задач, якi перерахова-
нi вище, досягають експоненцiйних множникiв i
базуються на алгоритмi LLL [10]. Алгоритм LLL
використовують для знаходження апроксимова-
ного розв’язку задач пошуку найкоротшого ве-
ктора та найменшого базису. Для знаходження
наближеного розв’язку задачi пошуку найближ-
чого вектора — пiдхiд Бабаї [10] з використан-
ням змiнених базисiв.

Зауважимо також, що задачi SVP, CVP та
SBP є NP–складними задачами [6].

Алгоритм Бабаї

Алгоритм Бабаї [1] використовують для зна-
ходження найближчого вектора (CVP) з набли-
женням γ = 2(n−2)/2 за експоненцiйним часом.
Опишемо кроки цього алгоритму.

Нехай b1, b2, . . . , bm є базисом решiтки L ⊂
Rn та нехай x ∈ Rn є довiльним вектором, вiд-
стань до якого необхiдно знайти. Для цього ал-
горитму базиснi вектори мають бути ортого-
нальними. Якщо вони не є такими, доречним
буде застосувати алгоритм LLL [10], який здiй-
снює змiну базису до бiльш ортогонального. За-
дачу пошуку найближчого вектора розв’язує та-
кий алгоритм [4]:

1. Визначають рiвняння

x = t1b1 + t2b2 + . . .+ tnbn,

у якому коефiцiєнти t1, t2, . . . , tn ∈ R.
2. Знаходять розв’язок рiвняння та призна-

чають ai = ⌊ti⌉ для
i = 1, 2, . . . , n.

3. Знаходять вектор y у решiтцi L, наближе-
ний до вектора x:

y = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn.

Криптосистема
Голдвасcер-Голдрiха-Халевi

У цьому роздiлi ми наведемо опис кри-
птосистеми з вiдкритим ключем Голдвасcер-
Голдрiха-Халевi (GGH), яка є однiєю з перших
i найвiдомiших криптосистем, що базуються на
складних задачах на решiтках [3; 4; 10]. Для
кращого розумiння, як працює криптосистема,
ми опишемо процес шифрування, надсилання i
деширування iнформацiї як процес обмiну iн-
формацiєю мiж Алiсою та Бобом [4].

Алiса обирає набiр лiнiйно незалежних май-
же ортогональних мiж собою векторiв

v1, v2, . . . , vn ∈ Zn.

Цей набiр векторiв V вважається «хорошим»
базисом, який лежить в основi решiтки L та
є приватним ключем Алiси. Наступним кроком
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генерується випадковим чином матриця U з цi-
лими коефiцiєнтами та det(U) = ±1. Генерува-
ння цiєї матрицi випадковим чином необхiдно
для знаходження набору векторiв, який буде
«поганим» базисом — публiчним ключем Алi-
си. Одним iз способiв отримання матрицi U є
множення великої кiлькостi випадково обраних
елементарних матриць.

W = UV

Отже, ряд векторiв w1, w2, . . . , wn є новим бази-
сом решiтки L та є публiчним ключем Алiси.

Тепер припустимо, що Боб хоче переслати
повiдомлення Алiсi. До свого повiдомлення m,
яке також має векторну форму та може мати ви-
гляд бiнарного вектора, Боб додає малий вектор
збурення r, який є також ефiмерним (сесiйним)
ключем. Наприклад, координати вектора r мо-
жуть бути випадково обранi мiж δ та −δ, де δ
сталий публiчний параметр. Далi вiдбувається
процес шифрування:

e = mW + r =

m∑
i=1

miwi + r,

де e — шифротекст, та e /∈ L, але максимально
наближений до точки mW ∈ L.

Процес дешифрування вiдбувається таким
чином. Алiса застосовує алгоритм Бабаї з «хо-
рошим» базисом v1, v2, . . . , vn, щоб знайти ве-
ктор у решiтцi L, який буде найближчим до ве-
ктора шифротексту e. Враховуючи те, що вона
використовує «хороший» (а отже й ортогональ-
ний) базис, а вектор збурення r є малим, ве-
ктор решiтки, який знаходить Алiса, являє со-
бою mW . Помножуючи його на W−1, вона зна-
ходить оригiнальне, дешифроване повiдомлен-
ня вiд Боба m.

Схема розподiлу секрету

Сформулюємо строге означення схеми роз-
подiлення секрету. Для цього спочатку нагадає-
мо визначення k-монотонної структури доступу
i визначимо функцiю розподiлу доступу.
Означення 5 (k-монотонна схема доступу).
[9] Схема доступу A є монотонною, якщо для
будь-якої множини S ∈ A будь-яка надмножина
S також є в A. Ми будемо називати таку схе-
му доступу k-монотонною, якщо для будь-якої
множини S ∈ A буде виконуватись |S| ≥ k.
Означення 6 (Функцiя розподiлення до-
ступу). [9] Нехай [n] = 1, 2, . . . , n буде мно-
жиною iдентичностей n сторiн. Нехай M буде
областю секретiв. Функцiя розподiлення досту-
пу Share — це рандомiзоване вiдображення з

M на S1 × S2 × . . . × Sn, де Si є областю по-
ширень сторони з iдентичнiстю i. Для множини
T ⊆ [n] ми визначимо Share(m)T як обмеження
для Share(m) для її T записiв.
Означення 7 ((A, n, εc, εs)-Схема розподi-
лення секрету). Нехай M скiнченна множи-
на секретiв, де |M | ≥ 2. Нехай [n] = 1, 2, . . . , n
множиною iдентичностей для n сторiн. Функцiя
поширення Share iз областю секретiв M являє
собою (A, n, εc, εs)–схему розподiлення секре-
ту вiдносно монотонної схеми доступу A, якщо
виконуються такi двi вимоги:

• Коректнiсть: секрет може бути вiдновле-
ним будь-якою множиною сторiн, якi є ча-
стиною схеми доступу A. Тобто для будь-
якого набору T ∈ A iснує детермiнована
функцiя вiдновлення Rec : ⊗i∈TSi → M
така, що кожне m ∈ M ,

Pr[Rec(Share(m)T ) = m] = 1− εc

де ймовiрнiсть перевищує випадковiсть
функцiї Share.

• Статистична конфiдецiйнiсть: будь-
яке об’єднання сторiн, якi не є частиною
схеми доступу, не повинно мати майже жо-
дної iнформацiї про основний секрет. Тоб-
то для будь-якої неавторизованої множи-
ни U ⊆ [n], такої, щоб U /∈ A, а також для
кожної пари секретiв m0,m1 ∈ M , для ко-
жного обчислювально необмеженого роз-
рiзнювача D зi значенням {0, 1} має мiсце
таке:

|Pr[D(Share(m0)U ) = 1]−
Pr[D(Share(m1)U ) = 1]| ≤ εs.

Визначимо швидкiсть схеми розподiлення се-
кретами як

lim|m|→∞
|m|

maxi∈[n]|Share(m)i|
.

Означення 8 (Порогова схема розподiлен-
ня секрету). Визначимо t-порогову схему як
(t, n, εc, εs)-схему розподiлення секрету.

Узагальнюючи, схема розподiлення секрету
для певної схеми доступу та осiб складається з
функцiй Share, яка розподiляє секрет мiж уча-
сниками схеми доступу, та Rec (Recombine), яка
вiдновлює секрет для певної множини учасни-
кiв, якщо їх кiлькостi достатньо для вiдновле-
ння секрету. Порiг схеми розподiлення секрету
(t, n) визначає, що секрет може бути вiдтворе-
ний t кiлькiстю учасникiв iз загальної кiлькостi
n.

Також, схему розподiлу секрету вважають
безпечною, якщо жоден нескiнченно потужний
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нападник не може нiчого дiзнатися про основ-
ний секрет, не маючи доступу до монотонної
схеми доступу A. Насправдi, такi схеми вважа-
ють iнформацiйно-теоретично захищеними, але
ми просто називатимемо такi схеми безпечними.

Зараз ми продемонструємо можливiсть збе-
рiгання та вiдтворення секрету, використовую-
чи криптосистему Голдвасcер-Голдрiха-Халевi,
яка була описана вище. Нова побудована схема
буде n-пороговою, тобто (n, n), а отже вiднов-
лення секрету буде можливим лише за умови
наявностi всiх n сторiн.

Кiлькiсть базисних векторiв решiтки напря-
му залежить вiд кiлькостi учасникiв нашої схе-
ми. Нехай ми маємо n учасникiв. Виберемо цi-
лочисельну решiтку L, базис якої складається з
n векторiв. Позначимо через v1, v2, . . . , vn лiнiй-
но незалежнi майже ортогональнi вектори, що
утворюють решiтку L, тобто «хороший» базис
нашої решiтки.

Секрет, який має бути розподiленим помiж
сторонами, позначимо як S. Секрет також має
векторний вигляд. Шифруємо його таким чи-
ном:

Senc = SW + r =

S∑
i=1

Siwi + r,

де r — малий вектор збурення, який є також
ефiмерним ключем.

Кожнiй сторонi схеми видається комбiнацiя
(vi, Senc). Коли всi учасники схеми збирають
свої комбiнацiї, ми отримуємо повний «хоро-
ший» базис, тодi секрет S можна вiдновити з
допомогою алгоритму Бабаї.

Знаходимо вектор у решiтцi L, який буде
найближчим до вектора Senc. Враховуючи те,
що ми маємо «хороший» базис i публiчний ве-
ктор збурення r є малим, вектор решiтки, який
ми знаходимо, являє собою SW . Помножуючи
його на W−1, ми вiдновлюємо оригiнальний се-
крет S.

Також можна сформулювати таку теорему.
Теорема 1. Схема розподiлу секрету на осно-
вi криптосистеми Голдвасcер-Голдрiха-Халевi
є коректною та статистично конфiденцiй-
ною.
Доведення. Розглянута схема є (n, n) порого-
вою, кожен учасник котрої має пару (vi, Senc),
де vi — частка лiнiйно незалежного ортогональ-
ного базису (приватного ключа) V , а Senc — за-
шифрований секрет.

Схема розподiлення секрету є коректною,
оскiльки

Pr[Rec(Share(S)T ) = m] = 1,

тобто секрет вiдновлюється з iмовiрнiстю 1 тодi
i тiльки тодi, коли наявний повний «хороший»

базис, а це можливо тодi i тiльки тодi, коли мно-
жина сторiн n є повною, тобто наявнi всi n сто-
рiн.

Схема є також статистично конфiденцiйною,
оскiльки за наявностi меншої кiлькостi учасни-
кiв, нiж n, для вiдновлення секрету потрiбно
«доповнити»базис до n векторiв, вибравши яки-
мось чином вектори, ких не вистачає. При цьо-
му, осkiльки базис решiтки L складається з n
векторiв, кожен вектор має не менше нiж n ко-
ординат. Таким чином у випадку наявностi пари
секретiв m0 та m1, навiть n − 1 кiлькiсть уча-
сникiв не матимуть можливiсть зрозумiти, до
якого секрету вiдносяться наявнi в них ключi,
оскiльки частинами ключiв є пари (vi, Senc), а
сукупнiсть навiть n− 1-го вектора vi не дає мо-
жливiсть розшифрувати секрет. А тому вгада-
ти, який саме з двох секретiв був зашифрова-
ний, можна однаковою ймовiрнiстю, близькою
до 1

2 .
Як приклад розглянемо схему з трьома уча-

сниками. Маємо такi три базиснi вектори, що
формують решiтку L:

v1 =

1
2
2

 , v2 =

 2
1
−2

 , v3 =

 2
−2
1

 .

Вони є «хорошим» базисом V .
Маємо секрет S = (240, 80, 1991) i вектор збу-

рення r = (1, 0,−1). Шифруємо наш секрет:

Senc = SW + r =

= (240, 80, 1991)

6 3 3
3 0 3
1 −1 −4

+ (1, 0,−1) =

= (3671,−1271,−7004).

Кожен iз трьох учасникiв схеми отримує
свою пару (vi, Senc):

• перший учасник отримує

(

1
2
2

 , (3671,−1271,−7004));

• другий учасник отримує

(

 2
1
−2

 , (3671,−1271,−7004));

• третiй учасник отримує

(

 2
−2
1

 , (3671,−1271,−7004)).
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Для вiдновлення секрету застосуємо алго-
ритм Бабаї. Ми шукатимемо найближчий ве-
ктор решiтки iз базисними векторами V до Senc.
Запишемо Senc у виглядi

Senc = t1v1 + t2v2 + t3v3,

отже отримуємо 3671
−1271
−7004

 = t1

1
2
2

+ t2

 2
1
−2

+ t3

 2
−2
1

 ,

розв’язуючи це рiвняння знаходимо

t1 = −1431 = a1, t2 = 2231 = a2, t3 = 320 = a3.

Далi обчислюємо

y = a1v1 + a2v2 + a3v3

та отримуємо:

y = −1431

1
2
2

+ 2231

 2
1
−2

+ 320

 2
−2
1

 =

=

 3671
−1271
−7004

 ,

y буде найближчим вектором до Senc. Тепер,
щоб вiдновити секрет S, треба обчислити yW−1:

S = yW−1 = (3671,−1271,−7004)×

× 1

18

 1 3 3
5 −9 −3
−1 3 −3

 =

 240
80

1991


Отриманий дешифрований результат збiгається
з первинним секретом.
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A. Likhachov, B. Oliynyk

SECRET SHARING SCHEME BASED ON THE
GOLDWASSER-GOLDRICH-HALEVI CRYPTOSYSTEM

With the development of quantum technologies, the issue of research and implementation of cryp-
tographic primitives based on complex problems for quantum computing becomes relevant. Such cryp-
tographic primitives are resistant to quantum cryptanalysis. Examples of problems with exponential
complexity for quantum computing is lattice problems such as finding the shortest vector or finding
the closest vector. One of the first and most famous quantum-resistant cryptosystems that use lattice
problems as the basis of its mathematical apparatus is the Goldwasser-Goldrich-Halevi cryptosystem.

A secret distribution scheme is a fundamental cryptographic primitive that allows the distribution
of a secret among a set of participants while the secret recovery is possible only when all or a certain
part of the participants (the threshold of participants) is authorized. Also, a necessary condition for
a secret distribution scheme is the impossibility of individual participants, or groups of participants
whose number is less than the threshold, to recover the secret. Variants of constructing secret sharing
schemes on various mathematical models, including lattices, are currently being actively studied since
they allow for security multiparty calculations and secure information dissemination by distributing
the original data between different servers. It is also used for constructing compilers of schemes with
protection against leakage, etc. In this paper, a new quantum-stable n-threshold secret sharing scheme
for n participants, based on the Goldwasser-Goldrich-Halevi cryptosystem, is proposed.

Keywords: integer lattice, Babai algorithm, Goldwasser-Goldrich-Halevi cryptosystem, secret shar-
ing scheme, asymmetric encryption algorithm.
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ВIДНОВЛЮЮЧЕ СПЕКТРАЛЬНЕ ЧИСЛО ГРАФА 𝐾4

Статтю присвячено дослiдженню обернених спектральних задач для зважених графiв. Роз-
глянуто задачу щодо вiдновлення ваг на множинi ребер графа за спектрами його iндукованих
пiдграфiв.

Завдяки широкому колу застосувань, оберненi спектральнi задачi активно вивчають для рi-
зних класiв матриць: зазвичай вони зводяться до вiдновлення матрицi (або її частини) за спе-
ктром самої матрицi чи її пiдматриць. Наша задача стосується класу нерозкладних симетри-
чних матриць з невiд’ємними елементами та нулями на головнiй дiагоналi — матриць сумi-
жностi зв’язних зважених графiв.

Ключовим поняттям цiєї роботи є вiдновлююче спектральне число графа 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмаль-
на кiлькiсть спектрiв iндукованих пiдграфiв, необхiдних для однозначного вiдновлення всiх ваг
ребер графа 𝐺. Головним результатом дослiдження є знаходження точного значення 𝑆𝑟𝑛(𝐾4)
для повного графа на чотирьох вершинах. Одержанi результати та використанi у роботi ме-
тоди можуть бути застосованi в подальших дослiдженнях, зокрема для визначення точних
значень вiдновлюючого спектрального числа iнших графiв.

Ключовi слова: спектр графа, власнi числа, оберненi спектральнi задачi, зважений граф.

Вступ

Спектральна теорiя графiв є сучасним на-
прямом математики (див. [1]), який активно
розвивається завдяки широким можливостям
практичного застосування в рiзних областях,
таких як хiмiя, фiзика, бiологiя, комп’ютернi
науки, економiка, соцiальнi науки та iн. (див.
[2]). Наприклад, її використовують у машинно-
му навчаннi для покращення роботи згорткових
нейронних мереж (див. [3]), у соцiологiї — для
пошуку соцiальних сенсорiв в епiдемiологiчних
мережах (див. [4]).

Важливою складовою спектральної теорiї
графiв є рiзноманiтнi задачi вiдновлення гра-
фiв, що передбачають визначення структури
графа або його характеристик (наприклад, ваг)
на основi спектральних даних (див. [5–8]). З
оглядом обернених спектральних задач можна
ознайомитися за роботою [7].

Дослiдження зосереджено на оберненiй спе-
ктральнiй задачi для зважених графiв, тобто
графiв, на множинi ребер яких визначена дода-
тна функцiя. У статтi [10] вперше було введено
поняття 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — вiдновлюючого спектрально-
го числа графа 𝐺, та знайдено його точнi значе-
ння для деяких класiв графiв, зокрема доведе-
но, що для графа-ланцюга 𝑆𝑟𝑛(𝐴𝑛) = 2 за 𝑛 ≥ 3
та для графа-зiрки 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛.

У роботах [11; 12] наведено верхню оцiнку
𝑆𝑟𝑛 для дерев та унiциклiчних графiв через
кiлькiсть висячих вершин. Проте знаходження
точного значення 𝑆𝑟𝑛(𝐺) навiть для графiв 𝐺

невеликого порядку залишається досить скла-
дною задачею через її нелiнiйний характер та
високу чутливiсть цього параметра до структу-
ри графа.

Метою цiєї роботи є детальне дослiдження
оберненої спектральної задачi для повного гра-
фа 𝐾4 та знаходження точного значення числа
𝑆𝑟𝑛(𝐾4) (Теорема 2).

Основнi означення та твердження

У цiй статтi пiд термiном граф розумiємо
впорядковану пару 𝐺 = (𝑉,𝐸), в якiй 𝑉 (мно-
жина вершин) — деяка непорожня множина, 𝐸
(множина ребер) — довiльна пiдмножина мно-
жини усiх невпорядкованих пар рiзних елемен-
тiв з 𝑉 .

Будемо використовувати такi позначення:
𝐸(𝐺) — множина ребер графа 𝐺, 𝑉 (𝐺) — мно-
жина вершин графа 𝐺, (𝑢, 𝑣) — ребро, що
з’єднує вершини 𝑢 i 𝑣. Кiлькiсть вершин графа
називають його порядком. У цiй статтi розгля-
даємо лише графи скiнченного порядку.
Означення 1. Зваженим графом G назива-
ють впорядковану пару (𝐺,𝑤), де 𝐺 — граф, а
𝑤 : 𝐸 → (0,+∞) — вагова функцiя, яка ставить
у вiдповiднiсть кожному ребру 𝑒 додатне число
𝑤(𝑒).

Зважений граф G зручно зображати за до-
помогою дiаграми графа 𝐺, приписуючи над ко-
жним ребром 𝑒 його вагу 𝑤(𝑒).

Надалi часто будемо опускати слово «зваже-
© Аверкiн О. С., Тимошкевич Л. М., 2024
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ний», якщо з контексту та позначень зрозумiло,
що мова йде саме про зважений граф.

Iз кожним графом G = (𝐺,𝑤) та нумерацiєю
його вершин натуральними числами вiд 1 до 𝑛,
де 𝑛 — порядок графа, пов’язують матрицю су-
мiжностi 𝐴(G) = (𝑎𝑖𝑗)

𝑛
𝑖,𝑗=1, в якiй елемент 𝑎𝑖𝑗

𝑖-го рядка та 𝑗-го стовпця дорiвнює 𝑤𝑖𝑗 , якщо
вершини з номерами 𝑖 та 𝑗 є сумiжними (через
𝑤𝑖𝑗 позначаємо значення ваги ребра (𝑖, 𝑗)), i до-
рiвнює 0 в iншому випадку.
Означення 2. Спектром графа G називають
мультимножину власних значень його матрицi
сумiжностi. Позначають 𝜎(G).

Оскiльки матриця сумiжностi 𝐴(G) симе-
трична, то спектр графа мiстить лише дiйснi
числа.

Зауважимо, що спектр зваженого графа не
залежить вiд способу нумерацiї вершин та є
його iнварiантом.

Позначимо характеристичний многочлен
графа G через 𝑃G(𝜆) = |𝜆𝐼 −𝐴(G)|.

Якщо 𝜎(G) = {𝜆1, 𝜆2, ..., 𝜆𝑛} — спектр зва-
женого графа G, тодi 𝑃G(𝜆) =

∏︀𝑛
𝑖=1(𝜆− 𝜆𝑖).

Розглянемо необхiднi для формулювання
узагальненої теореми Захса означення та позна-
чення (див. [9; 11]).

Лiнiйний пiдграф графа 𝐺 є пiдграфом, ком-
понентами зв’язностi якого є лише пари сумi-
жних вершин (з ребром, що їх з’єднує) та про-
стi цикли. Позначимо його як 𝐻𝑘, де 𝑘 — це
кiлькiсть вершин у цьому пiдграфi. Пiд вагою
компоненти зв’язностi, що є парою сумiжних
вершин {𝑖, 𝑗}, будемо мати на увазi 𝑤2

𝑖𝑗 , а пiд
вагою компоненти зв’язностi, що є простим ци-
клом, — добуток значень 𝑤𝑖𝑗 за усiма ребрами
циклу (𝑖, 𝑗).

Введемо позначення: 𝑟(𝐻𝑘) — кiлькiсть ком-
понент зв’язностi лiнiйного пiдграфа 𝐻𝑘; 𝑐(𝐻𝑘)
— кiлькiсть компонент зв’язностi лiнiйного пiд-
графа 𝐻𝑘, що є циклами; 𝑤(𝐻𝑘) — вага 𝐻𝑘, яка
є добутком усiх ваг його компонент зв’язностi.

Теорема 1. (узагальнена теорема Захса)

Якщо 𝑃G(𝜆) =

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝜆
𝑛−𝑘 = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆

𝑛−1 +

+ 𝑐2𝜆
𝑛−2 + · · ·+ 𝑐𝑛, — характеристичний мно-

гочлен графа G = (𝐺,𝑤), то
(1) 𝑐1 = 0;
(2) 𝑐2 = −

∑︀
𝑒∈𝐸(𝐺) 𝑤(𝑒)

2

(3) 𝑐𝑘 =
∑︀

{𝐻𝑘}(−1)𝑟(𝐻𝑘)2𝑐(𝐻𝑘)𝑤(𝐻𝑘)

для 𝑘 = 1, ..., 𝑛, (сума береться по всiх пiдгра-
фах 𝐻𝑘 графа 𝐺).

Нагадаємо, що iндукований пiдграф графа
𝐺 — пiдграф, утворений пiдмножиною вершин

графа 𝐺 разом з усiма ребрами 𝐺, якi сполуча-
ють цi вершини.
Означення 3. Зважений граф G1 = (𝐺1, 𝑤1)
називають iндукованим пiдграфом зваженого
графа G = (𝐺,𝑤), якщо 𝐺1 — iндукований пiд-
граф 𝐺, i для довiльного ребра 𝑒 графа 𝐺1 має
мiсце рiвнiсть 𝑤1(𝑒) = 𝑤(𝑒).

Розглянемо таку обернену спектральну за-
дачу для зваженого графа: нехай нам вiдомий
граф 𝐺, i ми хочемо однозначно вiдновити ва-
гову функцiю 𝑤 зваженого графа G = (𝐺,𝑤)
за спектрами певних його iндукованих пiдгра-
фiв. Тобто потрiбно, щоби за значеннями спе-
ктрiв вибраних пiдграфiв ваги на ребрах графа
𝐺 визначалися однозначно для будь-якої вагової
функцiї 𝑤. Спектр iндукованого пiдграфа буде-
мо називати пiдспектром.

Зауважимо, що задача вiдновлення ваг за
спектрами пiдграфiв еквiвалентна задачi вiд-
новлення за характеристичними многочленами
цих пiдграфiв, оскiльки за спектром зваженого
графа однозначно вiдновлюється його характе-
ристичний многочлен та навпаки.
Означення 4. Вiдновлююче спектральне чи-
сло 𝑆𝑟𝑛(𝐺) — мiнiмальна кiлькiсть iндукованих
пiдграфiв 𝐺 таких, що за спектрами вiдповiдних
зважених iндукованих пiдграфiв завжди одно-
значно вiдновлюється вагова функцiя зважено-
го графа G.

Зауваження. Термiн вiдновлююче спе-
ктральне число використовують вiдповiдно до
попереднiх публiкацiй (див. [10–12]), у яких
було введено це поняття. З погляду сучасної
мовної норми, коректнiшою формою є вiднов-
лювальне спектральне число. Проте задля збе-
реження термiнологiчної послiдовностi ми за-
лишаємо усталену назву.

Оскiльки вагову функцiю будь-якого зва-
женого графа можна однозначно вiдновити за
спектрами всiх пiдграфiв, породжених парами
сумiжних вершин, то одержуємо таку верхню
оцiнку для вiдновлюючого спектрального чи-
сла:

𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)|.

Рiвнiсть у цiй оцiнцi досягається, зокрема,
для графа-зiрки 𝐾1,𝑛, оскiльки в роботi [10] до-
ведено, що 𝑆𝑟𝑛(𝐾1,𝑛) = 𝑛, що вiдповiдає кiль-
костi ребер у графi.

Задача вiдновлення ваг для повного
графа K4

Дослiдимо обернену спектральну задачу для
K4. Для зручностi як множину вершин оберемо
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множину {1, 2, 3, 4} та позначимо ваги на його
ребрах через 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎6 згiдно з рис. 1.

Рис. 1. Зважений граф K4

З нерiвностi, наведеної вище, випливає, що
шести пiдспектрiв достатньо для вiдновлення
ваг на усiх ребрах. Обґрунтуємо детальнiше:
для кожного iндукованого пiдграфа K4, поро-
дженого двома вершинами, характеристичний
полiном має вигляд 𝑃 (𝜆) = 𝜆2 − 𝑎2𝑖 , тому за шi-
стьма пiдспектрами можна вiдновити усi ваги
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6.

Постає природне запитання: чи можна вiд-
новити ваги графа K4 за п’ятьма пiдспектра-
ми?

Далi ми розглянемо всi можливi набори пiд-
спектрiв (з точнiстю до перенумерацiї вершин
графа 𝐾4) та покажемо, що п’яти пiдспектрiв
недостатньо (а отже, i меншої кiлькостi).

Теорема 2. 𝑆𝑟𝑛(𝐾4) = 6.
Доведення. Наведемо всi можливi структури
наборiв, що складаються з п’яти iндукованих
пiдграфiв, з точнiстю до iзоморфiзму вибраних
пiдграфiв. 𝐶3 позначає цикл довжини 3, а 𝐴2 —
ланцюг довжини 1. Число, яке стоїть перед по-
значенням графа, вказує на кiлькiсть пiдграфiв
цього виду у наборi.

Маємо такi типи наборiв:
1. 𝐾4, 4𝐶3;
2. 𝐾4, 3𝐶3, 𝐴2;
3. 𝐾4, 2𝐶3, 2𝐴2;
4. 𝐾4, 𝐶3, 3𝐴2;
5. 𝐾4, 4𝐴2;
6. 4𝐶3, 𝐴2;
7. 3𝐶3, 2𝐴2;
8. 2𝐶3, 3𝐴2;
9. 𝐶3, 4𝐴2;

10. 5𝐴2.
Розглянемо окремо кожен тип набору та на-

ведемо приклади двох рiзних зважених графiв
K4 (iнакше кажучи, графiв 𝐾4 з рiзними ва-
говими функцiями, заданими на множинi його
ребер), для яких спектри вiдповiдних вибраних
iндукованих пiдграфiв є рiвними. Таким чином,
ми доведемо, що п’яти пiдспектрiв недостатньо
для вiдновлення ваг на ребрах зваженого графа
K4.

1. K4, 4C3. Легко переконатися, що хара-
ктеристичнi полiноми усiх циклiв довжини три,
що є пiдграфами графiв K4, наведених на рис.2,
рiвнi та мають такий вигляд:

𝑃C3
(𝜆) = 𝜆3 − 𝜆(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2)− 2𝑎𝑏𝑐.

Також характеристичнi полiноми графiв K4 з
рис.2 рiвнi, оскiльки цi графи переходять один
в одного при перестановцi вершин 1 та 3, а як
вiдомо, спектр графа є його iнварiантом i не за-
лежить вiд нумерацiї його вершин.

Рис. 2. Графи K4 з рiзними ваговими функцiями
на ребрах

2. K4, 3C3, A2. Без обмеження загально-
стi, можемо вибрати цикли на таких множинах
вершин: {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {3, 4, 6}. Щодо ланцю-
га 𝐴2 (далi для зручностi будемо називати його
ребром), то iснують два принципово рiзнi варi-
анти вибору.

Розглянемо перший випадок, коли ребро на-
лежить двом з обраних циклiв. Наприклад, роз-
глянемо вибiр ребра з вагою 𝑎6 (iншi варiанти
розглядаються аналогiчно).

Для кращого розумiння методу знаходження
прикладiв графiв K4 з рiзними ваговими фун-
кцiями, спектри вiдповiдних вибраних iндуко-
ваних пiдграфiв яких є рiвними, розглянемо де-
тальнiше цей випадок.

H1
3 H2

3 H3
3 A1

2

Рис. 3. Набiр вибраних iндукованих власних
пiдграфiв

Запишемо за узагальненою теоремою Захса
(Теорема 1) характеристичнi многочлени графа
K4 (рис. 1) та його вибраних власних пiдграфiв,
зображених на рис. 3:

𝑃A1
2
(𝜆) = 𝜆2 − 𝑎26

𝑃H1
3
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎26)𝜆− 2𝑎1𝑎2𝑎6

𝑃H2
3
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎26)𝜆− 2𝑎3𝑎4𝑎6

𝑃H3
3
(𝜆) = 𝜆3 − (𝑎21 + 𝑎24 + 𝑎25)𝜆− 2𝑎1𝑎4𝑎5

𝑃K4(𝜆) = 𝜆4 − (𝑎21 + 𝑎22 + 𝑎23 + 𝑎24 + 𝑎25 +
+𝑎26)𝜆

2−2(𝑎1𝑎4𝑎5+𝑎1𝑎2𝑎6+𝑎2𝑎3𝑎5+𝑎3𝑎4𝑎6)𝜆+
+ 𝑎21𝑎

2
3 + 𝑎22𝑎

2
4 + 𝑎25𝑎

2
6 − 2(𝑎1𝑎2𝑎3𝑎4 + 𝑎1𝑎3𝑎5𝑎6 +
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+ 𝑎2𝑎4𝑎5𝑎6).

З характеристичного многочлена 𝑃A2(𝜆)
знаходимо значення ваги 𝑎6. Далi, зi значень ко-
ефiцiєнтiв многочленiв 𝑃H1

3
(𝜆), 𝑃H2

3
(𝜆), 𝑃K4

(𝜆)
та 𝑃H3

3
(𝜆), одержуємо значення ваги 𝑎5, а також

невпорядкованi пари значень {𝑎1, 𝑎2}, {𝑎3, 𝑎4}
та {𝑎1, 𝑎4}.

Аналiз показує, що у випадку, якщо
{𝑎1, 𝑎2} = {𝑎1, 𝑎4} = {𝑎3, 𝑎4}, наприклад, при
𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎1 = 𝑎3 = 𝑏 та 𝑎 ̸= 𝑏, впоряд-
кованих набiр ваг (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) неможливо
вiдновити однозначно. З метою iлюстрацiї наве-
демо приклад двох графiв K4, якi мають рiзнi
ваговi функцiї, але однаковi спектри вiдповiд-
них iндукованих пiдграфiв (рис. 4).

Рис. 4

Аналогiчно до першого, розглянемо другий
випадок — коли ребро входить лише до одно-
го з вибраних циклiв; наприклад, ребро з вагою
𝑎5. Приклад двох зважених графiв, поданих на
рис. 4, демонструє неможливiсть однозначного
вiдновлення вагової функцiї за вiдповiдним на-
бором пiдспектрiв.

3. K4, 2C3, 2A2. Можемо розглянути до-
вiльнi два цикли довжини три. Наприклад, ви-
беремо цикли на вершинах {1, 2, 3} та {1, 3, 4}.

Щодо вибору двох ребер маємо п’ять прин-
ципово рiзних варiантiв.

• Спiльне ребро вибраних циклiв та ребро,
яке сумiжне з ним, наприклад, ребро {1, 2}
(рис. 5).

H1
3 H2

3 A1
2 A2

2

Рис. 5

Наведемо приклад двох графiв K4, якi ма-
ють рiзнi ваговi функцiї (𝑎3 ̸= 𝑎4), але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв (рис.
6).

Рис. 6

Наступнi три варiанти аналогiчнi першо-
му.

• Ребро, яке не належить двом вибраним ци-
клам, та сумiжне з ним ребро.

• Ребро, яке не належить двом вибраним ци-
клам, та несумiжне з ним ребро.

• Два сумiжнi ребра в одному з вибраних
циклiв, якi не є спiльними для цих двох
циклiв.

• Два несумiжнi ребра, кожне з яких нале-
жить рiвно одному з двох вибраних ци-
клiв. Наприклад, ребра {1, 2} та {3, 4}.
Приклад двох зважених графiв на рис. 7,
де 𝑎 ̸= 𝑏, демонструє неможливiсть одно-
значного вiдновлення вагової функцiї за
вiдповiдним набором пiдспектрiв.

Рис. 7
4. K4, C3, 3A2. Цикл можемо вибрати до-

вiльно. Розглянемо, наприклад, цикл на верши-
нах {1, 2, 3}. Для вибору трьох ребер iснує шiсть
принципово рiзних варiантiв.

• Три ребра, що виходять з однiєї вер-
шини, яка не належить вибраному ци-
клу, наприклад, з вершини 4. Тобто ре-
бра {1, 4}, {2, 4}, {3, 4}. Наведемо приклад
двох графiв K4, якi мають рiзнi ваговi
функцiї, але однаковi спектри вибраних
пiдграфiв, де 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 — попарно рiзнi до-
датнi числа (рис. 8).

Рис. 8

• Три ребра, що виходять з однiєї верши-
ни, яка належить вибраному циклу, на-
приклад, з вершини 1.
На рис. 9 наведено приклад двох графiв
K4, якi мають рiзнi ваговi функцiї, але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв, де
𝑎, 𝑏, 𝑐 — попарно рiзнi додатнi числа.



Аверкiн О. С., Тимошкевич Л. М. Вiдновлююче спектральне число графа 𝐾4 13

Рис. 9

• Три ребра, якi належать вибраному циклу.
На рис. 10 наведено приклад двох графiв
K4, якi мають рiзнi ваговi функцiї, але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв, де
𝑎 ̸= 𝑏.

Рис. 10

• Три ребра, якi належать одному ци-
клу довжини три, вiдмiнному вiд циклу
{1, 2, 3}. Наприклад, ребра циклу {1, 2, 4}.
Приклад двох графiв K4, якi мають рiзнi
ваговi функцiї, але однаковi спектри ви-
браних пiдграфiв (де 𝑏 ̸= 𝑑), наведено на
рис. 11.

Рис. 11

• Три ребра, що належать одному ланцюгу
довжини три, який має з вибраним циклом
{1, 2, 3} два спiльнi ребра. Наприклад, ре-
бра {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}. Приклад двох гра-
фiв K4, якi мають рiзнi ваговi функцiї, але
однаковi спектри вибраних пiдграфiв (де
𝑎 ̸= 𝑏), наведено на рис. 12.

Рис. 12

• Три ребра, що належать одному ланцю-
гу довжини три, який має з вибраним ци-
клом {1, 2, 3} одне спiльне ребро. Напри-
клад, ребра {1, 2}, {1, 4}, {3, 4}. Приклад
двох графiв K4, якi мають рiзнi ваговi
функцiї, але однаковi спектри вибраних
пiдграфiв (де 𝑎 ̸= 𝑏), наведено на рис. 13.

Рис. 13

Отже, з наведених прикладiв випливає, що
цього набору пiдспектрiв недостатньо для одно-
значного вiдновлення ваг усiх ребер.

5. K4, 4A2. Розглянемо два принципово рi-
знi варiанти вибору ребер:

• Чотири ребра, що утворюють цикл довжи-
ни 4. Наприклад, це можуть бути ребра
{1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {4, 1}. Наведемо при-
клад двох рiзних зважених графiв K4, для
яких вибранi набори пiдспектрiв є рiвни-
ми, хоча ваговi функцiї рiзнi при 𝑎5 ̸= 𝑎6
(рис. 14).

Рис. 14

• Три ребра, що утворюють цикл довжи-
ни 3, та ще одне ребро. Наприклад, ребра
{1, 2}, {2, 3}, {1, 3}, {1, 4}. Наведемо при-
клад двох рiзних зважених графiв K4, для
яких вибранi набори пiдспектрiв є рiвни-
ми, хоча ваговi функцiї рiзнi при 𝑎3 ̸= 𝑎5
(рис. 15).

Рис. 15

6. 4C3, A2. Неважливо, яке саме ребро ви-
брати. Наприклад, ребро {2, 4}. Розглянемо на-
ступний приклад двох рiзних зважених графiв
K4, де 𝑎 ̸= 𝑏, для яких вибранi набори пiдспе-
ктрiв є рiвними (рис. 16).

Рис. 16

Отже, такий набiр пiдспектрiв також не до-
зволяє однозначно вiдновити ваги всiх ребер.
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7. 3C3, 2A2. Розглянемо довiльнi три ци-
кли довжини 3. Наприклад, цикли на множинах
вершинах {1, 2, 3}, {1, 3, 4}, {1, 2, 4} (рис. 17).

H1
3 H2

3 H3
3

Рис. 17

Щодо вибору двох ребер маємо чотири прин-
ципово рiзнi варiанти.

• Два ребра, кожне з яких входить до двох
вибраних циклiв. Наприклад, розглянемо
вибiр ребер {1, 2}, {1, 3}.
Наведемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎3 = 𝑎5 = 𝑎, 𝑎4 = 𝑏 та 𝑎3 = 𝑎5 = 𝑏, 𝑎4 = 𝑎,
де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх вибраних пiдграфiв
рiвнi, хоча ваговi функцiї рiзнi (рис. 18).

Рис. 18

• Два несумiжнi ребра: одне з них входить
до двох вибраних циклiв, iнше — лише
до одного. Наприклад, ребра {1, 2}, {3, 4}.
Наведемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑏 та 𝑎2 = 𝑎4 =
= 𝑏, 𝑎5 = 𝑎6 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх
вибраних пiдграфiв рiвнi, хоча ваговi фун-
кцiї рiзнi (рис. 19).

Рис. 19

• Два сумiжнi ребра: одне з них входить
до двох вибраних циклiв, iнше — лише
до одного. Наприклад, ребра {1, 4}, {2, 4}.
Наведемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎, 𝑎6 = 𝑏 та 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑏, 𝑎6 = 𝑎,
де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх вибраних пiдграфiв
рiвнi, хоча ваговi функцiї рiзнi (рис. 20).

Рис. 20

• Два ребра, якi трапляються у вибраних

циклах по одному разу. Наприклад, ребра
{2, 3}, {3, 4}. Наведемо наступнi два рiзнi
набори ваг: 𝑎1 = 𝑎4 = 𝑎 = 1, 𝑎6 = 𝑏 = 2,
𝑎5 = 𝑑 = 4

√︁
2
5 та 𝑎1 = 𝑎4 = 𝑏 = 2, 𝑎6 = 𝑎 =

= 1, 𝑎5 = 𝑐 =
√︁

2
5 . Спектри всiх вибраних

пiдграфiв рiвнi, хоча ваговi функцiї рiзнi
(рис. 21).

Рис. 21

Зауважимо, що приклад значень 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑
пiдiбрано таким чином, щоб спектри вiд-
повiдних пiдграфiв H3

3 були рiвними, тоб-
то цей набiр є розв’язком такої системи:{︃

2𝑏2 + 𝑐2 = 2𝑎2 + 𝑑2;

𝑏2𝑐 = 𝑎2𝑑.

8. 2C3, 3A2. Без обмеження загальностi, мо-
жемо розглянути довiльнi два цикли довжини
три. Наприклад, цикли на вершинах {1, 2, 4} та
{2, 3, 4} (рис. 22).

H3
3 H4

3

Рис. 22

Щодо вибору трьох ребер: для вiдновлення
всiх ваг необхiдно обрати ребро, яке не вхо-
дить до жодного з вибраних циклiв, тобто ребро
{1, 3}. Далi є чотири принципово рiзнi варiанти
вибору ще двох ребер:

• Два ребра, якi належать лише одному з
вибраних циклiв та не належать iншому.
Наприклад, ребра {1, 2}, {1, 4}.

• Два ребра, одне з яких є спiльним
для вибраних циклiв. Наприклад, ребра
{1, 2}, {2, 4}.
В обох цих випадках, коли 𝑎2 ̸= 𝑎3, може-
мо помiняти цi ваги мiсцями, i спектри всiх
вибраних графiв залишатимуться незмiн-
ними, хоча ваговi функцiї будуть рiзними.

• Два сумiжнi ребра, але якi одночасно не
належать жодному з вибраних циклiв. На-
приклад, ребра {1, 2}, {2, 3}.
Розглянемо наступнi два рiзнi набори ваг:
𝑎3 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑏 та 𝑎3 = 𝑎4 = 𝑏, 𝑎5 =
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= 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏 (рис. 23). Спектри всiх ви-
браних пiдграфiв залишатимуться незмiн-
ними, хоча ваговi функцiї будуть рiзними.

Рис. 23

• Два несумiжнi ребра. Наприклад, ребра
{1, 2}, {3, 4}. Розглянемо наступнi два рi-
знi набори ваг: 𝑎2 = 𝑎4 = 𝑎, 𝑎5 = 𝑏 та
𝑎2 = 𝑎4 = 𝑏, 𝑎5 = 𝑎, де 𝑎 ̸= 𝑏. Спектри всiх
вiдповiдних вибраних пiдграфiв рiвнi, хо-
ча ваговi функцiї рiзнi.

9. C3, 4A2. Без обмеження загальностi, мо-
жемо вибрати довiльний цикл довжини три.
Щодо вибору ребер, то для вiдновлення усiх
ваг необхiдно взяти три ребра, якi не належать
вибраному циклу. Четверте ребро можна взяти
будь-яке з циклу, оскiльки кожне з трьох ребер
циклу сумiжне рiвно з двома з решти ребер.

Наприклад, розглянемо цикл на множинi
вершин {1, 2, 3}, а також ребра на наступних па-
рах вершин {1, 2}, {3, 4}, {1, 4}, {2, 4} (рис. 24).

H1
3 A1

2 A2
2 A3

2 A4
2

Рис. 24

Очевидно, що якщо помiняти мiсцями ваги
𝑎2 i 𝑎6, то спектри вибраних пiдграфiв не змi-
няться. Таким чином, довiльний впорядкований
набiр додатних ваг, у якому 𝑎2 ̸= 𝑎6, неможливо
однозначно вiдновити.

10. 5A2. Очевидно, що п’яти довiльних ре-
бер недостатньо для вiдновлення всiх ваг графа
K4, оскiльки в такому випадку нiчого не буде
вiдомо про вагу шостого ребра.

Проаналiзовано всi можливi варiанти вибо-
ру п’яти iндукованих пiдграфiв 𝐾4 та доведено,
що на основi вiдповiдного набору пiдспектрiв
неможливо однозначно вiдновити ваги всiх ре-
бер. А отже, п’яти пiдспектрiв недостатньо для
однозначного вiдновлення ваг у графах типу
K4 в загальному випадку. Оскiльки для вiд-
новлення ваг завжди достатньо шести спектрiв
iндукованих пiдграфiв, кожен з яких породже-
ний парою сумiжних вершин, то 𝑆𝑟𝑛(𝐾4) = 6,
таким чином, Теорему 2 доведено.

Зауважимо, що з доведеної теореми випли-
ває, що 𝐾4 є нетривiальним прикладом графа,
для якого досягається рiвнiсть у верхнiй оцiнцi
вiдновлюючого спектрального числа:

𝑆𝑟𝑛(𝐺) ≤ |𝐸(𝐺)|.
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O. Averkin, L. Tymoshkevych

SPECTRAL RECONSTRUCTION NUMBER OF GRAPH 𝐾4

In this work, we introduce new formulations of inverse spectral problems for weighted graphs in
which certain spectral data (namely, the spectra of selected induced subgraphs) uniquely determine the
edge weights of the original graph. To quantify this, we define the spectral reconstruction number of a
graph 𝑆𝑟𝑛(𝐺) as the minimum number of spectra of induced subgraphs required to uniquely recover all
edge weights of 𝐺.

Motivated by their broad range of applications, inverse spectral problems for various classes of
matrices have been actively studied in the literature. These problems typically involve recovering a
matrix, or part of it, from the spectrum of the matrix itself or from the spectra of its submatrices.

From a matrix-theoretic perspective, the problem concerns irreducible symmetric matrices with zero
diagonal and nonnegative off-diagonal entries, which are adjacency matrices of connected edge-weighted
graphs. Thus, the results obtained here offer new inverse spectral formulations for this class of matrices.

The main contribution of this paper is the exact determination of the spectral reconstruction number
for the complete graph on four vertices.

Keywords: spectra of a graph, eigenvalues, inverse spectral problems, weighted graph, subgraphs
of a graph.
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ПРО ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ КЕРОВАНИХ
ВИПАДКОВИХ ПОЛIВ З ЛОКАЛЬНОЮ СТРУКТУРОЮ

ВЗАЄМОДIЇ

У статтi розглянуто керованi випадковi поля з локальною структурою взаємодiї та їхнi за-
стосування. Основну увагу придiлено питанням застосування оптимального керування випадко-
вими системами на графах, зокрема в аналiзi ризику катастроф, моделюваннi соцiальних мереж
та психометричному мережевому аналiзi. Описано математичнi пiдходи, що дозволяють фор-
малiзувати та вирiшувати задачi стохастичної оптимiзацiї в таких системах. Результати
роботи можуть бути застосованi в економiцi, кiбербезпецi, соцiальних науках та iнших сферах.

Ключовi слова: керованi випадковi поля, локальна взаємодiя, оптимальнi стратегiї.

Вступ

Теорiя стохастичної оптимiзацiї i теорiя ке-
рованих випадкових процесiв достатньо повно
представленi в науковiй i навчальнiй лiтерату-
рi, натомiсть теорiю керованих випадкових по-
лiв наразi висвiтлено у вiдносно невеликiй кiль-
костi публiкацiй. При цьому застосування тео-
рiї випадкових полiв i керування ними потен-
цiйно доволi широке. У першу чергу завдяки
отриманим результатам щодо iснування i пошу-
ку оптимальних стратегiй керування випадко-
вими полями для функцiй ризику доволi ши-
рокого класу. В цiй роботi розглядаються деякi
можливi застосування теорiї керованих випад-
кових полiв з локальною структурою взаємодiї
до задач оцiнки ризику катастроф, для моделю-
вання i аналiзу взаємодiй у соцiальних мережах.
а також у психометричному мережевому аналi-
зi.

Керованi випадковi поля з локальною
структурою взаємодiї

У цiй роботi для опису керованих випадко-
вих полiв з елементами, що взаємодiють син-
хронно на пiдставi iнформацiї про локальний
стан, будемо використовувати матерiал робо-
ти [1].

Для систем з локально взаємодiючими коор-
динатами структура взаємодiї визначається не-
орiєнтованим скiнченним графом околiв Γ =
= (𝑉,𝐵) без петель i кратних ребер. Граф
має множину вершин 𝑉 i ребер 𝐵. Позначимо
{𝑘, 𝑗} ребро графа, що з’єднує вершини 𝑘 i 𝑗.
Окiл вершини 𝑘 — це множина вершин 𝑁(𝑘) =
=

{︀
𝑗 : {𝑘, 𝑗} ∈ 𝐵

}︀
. Повний окiл вершини 𝑘 —

це ̃︀𝑁(𝑘) = 𝑁(𝑘) ∪ {𝑘}; тобто окiл вершини 𝑘,
включно з 𝑘. Для всiх пiдмножин 𝐾 ⊂ 𝑉 визна-
чимо окiл 𝑁(𝐾) =

⋃︀
𝑘∈𝐾

𝑁(𝑘) −𝐾, i повний окiл

̃︀𝑁(𝐾) = 𝑁(𝐾) ∪𝐾.
Нехай для кожної вершини 𝑖 ∈ 𝑉 (𝑋𝑖,X𝑖) за-

даний деякий польський вимiрний простiр 𝑋𝑖 ̸=
̸= ∅ з борелiвською 𝜎-алгеброю X𝑖. 𝑋𝑖, що вiд-
повiдає (𝑋𝑖,X𝑖), називатимемо локальним про-
стором станiв вершини 𝑖. Далi обладнаємо 𝑋 :=
= ×

𝑖∈𝑉
𝑋𝑖 мультиплiкативною 𝜎-алгеброю X =

= 𝜎
{︁

×
𝑖∈𝑉

X𝑖

}︁
, породженою добутком ×

𝑖∈𝑉
X𝑖. 𝑋,

що вiдповiдає (𝑋,X), — глобальний простiр
станiв системи. Для кожної пiдмножини вер-
шин 𝐾 ⊂ 𝑉 позначимо маргiнальний вектор
стану 𝑥 = (𝑥𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑉 ) так: 𝑥𝐾 = (𝑥𝑘 : 𝑘 ∈ 𝐾) ∈
∈ 𝑋𝐾 = ×

𝑖∈𝐾
𝑋𝑖.

Визначимо для 𝐾 ⊆ 𝑉 𝜎-алгебру X𝐾 =

= 𝜎
{︁

×
𝑖∈𝐾

X𝑖

}︁
=

⨂︀
𝑖∈𝐾

X𝑖, породжену ×
𝑖∈𝐾

X𝑖, а

X𝑉 = X.
Означення 1 (див. означення 3.2 в [1]). 1) Ви-
падкову величину

𝜉 : (Ω,ℱ ,Pr) → (𝑋,X) =

(︂
×
𝑖∈𝑉

𝑋𝑖,
⨂︁
𝑖∈𝑉

X𝑖

)︂
називають випадковим полем на Γ = (𝑉,𝐵)
(або просто випадковим полем на 𝑉 ). Для ∅ ̸=
̸= 𝐾 ⊆ 𝑉 маргiнальнi випадковi величини зi
значеннями в просторi 𝑋𝐾 позначатимемо 𝜉𝐾 .
У разi 𝐾 = {𝑘} писатимемо 𝜉𝑘.

2) Випадкове поле 𝜉 на (𝑉,𝐵) називають мар-
ковським полем, якщо для всiх 𝑘 ∈ 𝑉 виконує-
ться:

Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑉−{𝑘} = 𝑥𝑉−{𝑘}

}︀
=

© Чорней Р. К., 2024
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= Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑁(𝑘) = 𝑥𝑁(𝑘)

}︀
,

∀ 𝑥 ∈ 𝑋, 𝐶𝑘 ∈ X𝑘, (1)

де Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑁(𝑘) = 𝑥𝑁(𝑘)

}︀
, вiдповiдно

Pr
{︀
𝜉𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑉−{𝑘} = 𝑥𝑉−{𝑘}

}︀
, — регуляр-

нi умовнi ймовiрностi на (𝑋𝑘,X𝑘) для заданого
𝜉𝑁(𝑘) = 𝑥𝑁(𝑘), вiдповiдно 𝜉𝑉−{𝑘} = 𝑥𝑉−{𝑘}.

3) (Канонiчне випадкове поле) Часто припу-
скатимемо, що (Ω,ℱ ,Pr) у частинi (1) означення
є канонiчним простором. Тодi 𝜉𝐾 i 𝜉𝑘 — вiдпо-
вiднi проекцiї i Pr𝜉 = Pr.

4) (Дискретнi стани) Якщо всi локальнi про-
стори станiв дискретнi, то зазвичай утотожню-
ватимемо розподiл випадкового поля та його
злiченнi щiльностi i писатимемо у випадку наяв-
ностi канонiчного основного ймовiрнiсного про-
стору Pr(𝜉 = 𝑥) = Pr𝜉{𝑥} = Pr(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋.

Якщо марковський процес 𝜉 за його побудо-
вою вiдповiдає системi околiв

{︀
𝑁(𝑘) : 𝑘 ∈ 𝑉

}︀
на (𝑉,𝐵), природно припустити, що у вiдповiд-
ностi до еволюцiї в часi ймовiрнiсть подiї {𝜉𝑡𝑘 =
= 𝑥𝑘} в 𝑘-й вершинi залежить вiд попереднiх
станiв усiєї системи тiльки через значення ста-
нiв вершин з околу ̃︀𝑁(𝑘) (включно з 𝑘) у момент
часу 𝑡−1. Для опису цього введемо поняття мар-
ковської властивостi у просторi i часi вiдповiдно
до означення 1.
Означення 2 (див. означення 3.10 в [1]). Нехай
𝜉 =

{︀
𝜉𝑡, 𝑡 = 0, 1, . . .

}︀
, 𝜉𝑡 : (Ω,ℱ ,Pr) → (𝑋,X) —

марковський процес з дискретним часом i про-
стором станiв

(𝑋,X) =

(︂
×
𝑖∈𝑉

𝑋𝑖,
⨂︁
𝑖∈𝑉

X𝑖

)︂
.

Перехiднi ймовiрностi 𝜉 називають локальни-
ми [2, с. 100], якщо

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡, . . . , 𝜉0 = 𝑥0

}︀
=

= Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑘)

= 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑘)

}︀
(2)

для 𝑘 ∈ 𝑉 , 𝑥0, . . . , 𝑥𝑡 ∈ 𝑋, 𝐶𝑘 ∈ X𝑘 викону-

ється Pr(𝜉
𝑡,...,𝜉0)-майже всюди; тобто перехiдна

ймовiрнiсть вершини 𝑘 залежить тiльки вiд ста-
ну її повного околу у попереднiй момент часу.

Перехiднi ймовiрностi 𝜉 називають синхрон-
ними [2, с. 100], якщо

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝐾 ∈ 𝐶𝐾 | 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡

}︀
=

=
∏︁
𝑘∈𝐾

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑘 ∈ 𝐶𝑘 | 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡

}︀
(3)

для всiх 𝐾 ⊂ 𝑉 , 𝑥𝑡 ∈ 𝑋, 𝐶𝐾 = ×
𝑘∈𝐾

𝐶𝑘 ∈ X𝐾

виконується Pr𝜉
𝑡

-майже всюди.

Якщо 𝜉 задовольняє (2) i (3), то її називають
марковським процесом з локально взаємодiючи-
ми синхронними компонентами на (Γ, 𝑋), ко-
ротко — (залежне вiд часу) марковське випад-
кове поле.

Далi опишемо структуру моделей прийняття
рiшень з локальними та синхронними координа-
тами.
Означення 3 (див. означення 3.16 в [1]). Послi-
довнiсть моментiв прийняття рiшень (моментiв
керування) — часова шкала N.

1) Простiр рiшень (множина керуючих
впливiв), можливих в моменти прийняття рi-
шень, — 𝐴 = ×

𝑖∈𝑉
𝐴𝑖 на Γ, де 𝐴𝑖 — множина

можливих дiй (рiшень) для вершини 𝑖. Припу-
скатимемо, що 𝐴𝑖 — польський простiр з бо-
релiвською 𝜎-алгеброю A𝑖. A — борелiвська 𝜎-
алгебра добутку на 𝐴.

2) Якщо для рiшень в вершинi 𝑖 в момент
часу 𝑡 з iсторiєю ℎ𝑡 ∈ 𝐻𝑡 множина керуючих
впливiв обмежена 𝐴𝑡

𝑖

(︀
ℎ𝑡
)︀
⊆ 𝐴𝑖, називатимемо

𝐴𝑡
𝑖

(︀
ℎ𝑡
)︀
множиною локально допустимих дiй (рi-

шень) в момент часу 𝑡 з iсторiєю ℎ𝑡 ∈ 𝐻𝑡.
3) Припускатимемо, що таким чином визна-

чене множиннозначне вiдображення

𝐴𝑡
𝑖 : 𝐻𝑡 → 2𝐴𝑖 − {∅}, ℎ → 𝐴𝑡

𝑖(ℎ), 𝑖 ∈ 𝑉,

залежить тiльки вiд локальної iсторiї i вимiрне
за Борелем.

Тут для заданої iсторiї

ℎ𝑡 =
(︀
𝑥0, 𝑎0, 𝑥1, 𝑎1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
∈ 𝐻𝑡

локальна iсторiя ℎ𝑡
𝑖 ∈ 𝐻𝑡

𝑖 вершини 𝑖 визначає-
ться як

ℎ𝑡
𝑖 =

(︁
𝑥0̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎0𝑖 , 𝑥
1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎1𝑖 , 𝑥
2̃︀𝑁(𝑖)

, . . . ,

𝑥𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
, 𝑎𝑡−1

𝑖 , 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
∈ 𝐻𝑡

𝑖 .

𝐻𝑡
𝑖 надiлена слiдом H𝑡

𝑖 𝜎-алгебри добутку про-

стору
(︁
𝑋 ̃︀𝑁(𝑖)×𝐴𝑖

)︁𝑡

×𝑋 ̃︀𝑁(𝑖). Також припускати-

мемо, що множини 𝐾𝑡
𝑖 =

{︁(︀
ℎ𝑡
𝑖, 𝑎𝑖

)︀
: ℎ𝑡

𝑖 ∈ 𝐻𝑡
𝑖 , 𝑎𝑖 ∈

∈ 𝐴𝑡
𝑖

(︀
ℎ𝑡
)︀}︁

мiстять графiк вимiрного вiдображе-

ння i є вимiрними за Борелем в слiдi 𝜎-алгебри
добутку K𝑡

𝑖 := 𝐾𝑡
𝑖 ∩

(︀
H𝑡

𝑖 × A𝑖

)︀
.

Крiм того, множини

𝜅𝑡
𝑖 =

{︂(︁
𝑥 ̃︀𝑁(𝑖), 𝑎𝑖

)︁
: 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖) ∈ 𝑋 ̃︀𝑁(𝑖), 𝑎𝑖 ∈ 𝐴𝑡

𝑖

(︁
𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁}︂
припускаються вимiрними за Борелем множи-
нами в просторi 𝑋 ̃︀𝑁(𝑖) × 𝐴𝑖, а 𝜅𝑡 = ×

𝑖∈𝑉
𝜅𝑡
𝑖 ви-

мiрною за Борелем в просторi ̃︀𝑋 × 𝐴, де ̃︀𝑋 =

= ×
𝑖∈𝑉

𝑋 ̃︀𝑁(𝑖) i
̃︀X = 𝜎

{︂
×
𝑖∈𝑉

X ̃︀𝑁(𝑖)

}︂
.
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Якщо вiдображення 𝐴𝑡
𝑖 не залежать вiд 𝑡, пи-

сатимемо 𝜅𝑖 := 𝜅𝑡
𝑖, 𝑡 ∈ N, i 𝜅 := 𝜅𝑡, 𝑡 ∈ N.

Означення 4 (див. означення 3.17 в [1]). Не-
хай 𝛼𝑡

𝑖 — рiшення, що обирається в вершинi 𝑖
в момент часу 𝑡, 𝛼𝑡 :=

(︀
𝛼𝑡
𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑉

)︀
— сумiсний

вектор рiшень в момент часу 𝑡.
1) Рандомiзована стратегiя (полiтика) 𝜋 =

=
(︀
𝜋𝑡 : 𝑡 ∈ N

)︀
керованої системи з взаємодiючи-

ми компонентами i простором рiшень у формi
добутку визначається як вектор локальних по-
лiтик 𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ), де для вершини 𝑖 𝜋𝑖 =
=

{︀
𝜋0
𝑖 , . . . , 𝜋

𝑡
𝑖 , . . .

}︀
— послiдовнiсть перехiдних

iмовiрностей

𝜋𝑡
𝑖 = 𝜋𝑡

𝑖

(︀
· | 𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
.

Таким чином, 𝜋𝑡
𝑖 — ймовiрнiсна мiра на

(𝐴𝑖,A𝑖) для всiх
(︀
𝑥0, 𝑎0, , . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
i

вимiрним чином залежить вiд iсторiї ℎ𝑡 =
=

(︀
𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
системи до 𝑡-го пе-

реходу. Отже, маємо для будь-яких 𝐵𝑖 ∈ A𝑖

Pr
{︀
𝛼𝑡
𝑖 ∈ 𝐵𝑖 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎1, . . . ,

𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡
}︀

= 𝜋𝑡
𝑖

(︀
𝐵𝑖 | 𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
. (4)

2) Паралельно з синхронними переходами i ло-
кальнiстю перехiдних ядер завжди припускати-
мемо, що прийняття рiшень у вершинах здiй-
снюється умовно незалежно вiд заданої iсторiї
системи. Це призводить до управлiння проце-
сом, керованим синхронним ядром переходу

Pr

{︂
𝛼𝑡 ∈ ×

𝑖∈𝑉
𝐵𝑖 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎0, . . .

. . . , 𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡

}︂
=

∏︁
𝑖∈𝑉

Pr
{︀
𝛼𝑡
𝑖 ∈ 𝐵𝑖 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎0, . . .

. . . , 𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑥𝑡
}︀

=
∏︁
𝑖∈𝑉

𝜋𝑡
𝑖

(︀
𝐵𝑖 | 𝑥0, 𝑎0, . . . , 𝑥𝑡−1, 𝑎𝑡−1, 𝑥𝑡

)︀
,

𝐵𝑖 ∈ A𝑖, 𝑎𝑠 ∈ 𝐴, 𝑥𝑠 ∈ 𝑋. (5)

Означення 5 (див. означення 3.18 в [1]).
1)Нехай в моменти переходу 𝑡 = 0, 1, . . .,
множини допустимих рiшень згiдно з озна-
ченням 3 (3) залежать тiльки вiд локальної
iсторiї, i рiшення 𝛼𝑡

𝑖 вершини 𝑖 виробляється
вiдповiдно до ймовiрностi 𝜋𝑡

𝑖 на пiдставi iн-
формацiї тiльки про локальну iсторiю ℎ𝑡

𝑖 =

=
(︁
𝑥0̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎0𝑖 , . . . , 𝑥
𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎𝑡−1
𝑖 , 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
станiв око-

лу ̃︀𝑁(𝑖) вершини 𝑖 i попереднiх рiшень в 𝑖. Якщо

𝜋𝑡
𝑖

(︁
𝐴𝑡

𝑖

(︀
ℎ𝑡
𝑖

)︀
| ℎ𝑡

𝑖

)︁
= 1, то 𝜋𝑡

𝑖 називатимемо локаль-

но допустимою, а послiдовнiсть перехiдних iмо-
вiрностей (рiшень) 𝜋𝑖 =

{︀
𝜋𝑡
𝑖 , 𝑡 ∈ N

}︀
— допусти-

мою локальною стратегiєю для вершини 𝑖.

𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називатимемо допустимою
локальною стратегiєю для моделi прийняття рi-
шень.

2) Допустиму локальну стратегiю 𝜋 =
= (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називають допустимою локальною
марковською стратегiєю, якщо

𝜋𝑡
𝑖

(︁
· | 𝑥0̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎0𝑖 , . . . , 𝑥
𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑎𝑡−1
𝑖 , 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
= 𝜋𝑡

𝑖

(︁
· | 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, 𝑖 ∈ 𝑉.

Зазначимо, що як тiльки маємо справу з локаль-
ними марковськими стратегiями, можемо при-
пустити, що 𝐴𝑡

𝑖

(︀
ℎ𝑡
𝑖

)︀
залежить тiльки вiд ℎ𝑡

𝑖 че-
рез 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

; ця зменшена залежнiсть виражається

як 𝐴𝑡
𝑖

(︀
ℎ𝑡
𝑖

)︀
=: 𝐴𝑡

𝑖

(︁
𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
.

3) Допустиму локальну марковську стра-
тегiю 𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називають допусти-
мою локальною стацiонарною (марковською)

стратегiєю, якщо 𝜋𝑡′

𝑖

(︁
· | 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
= 𝜋𝑡′′

𝑖

(︁
· | 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
,

𝑖 ∈ 𝑉 , для всiх 𝑡′, 𝑡′′ i всiх 𝑥.

4) Допустиму локальну стацiонарну (мар-
ковську) стратегiю 𝜋 = (𝜋𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 ) називають
допустимою локальною стацiонарною детермi-
нованою (нерандомiзованою) стратегiєю, якщо

𝜋𝑖

(︁
· | 𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, 𝑖 ∈ 𝑉 , — одноточкова мiра на

𝐴𝑡
𝑖

(︁
𝑥 ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, 𝑖 ∈ 𝑉 , для всiх 𝑥 ∈ 𝑋.

Клас усiх допустимих локальних стратегiй
позначатимемо 𝐿𝑆; пiдклас допустимих локаль-
них марковських стратегiй — 𝐿𝑆𝑀 . Як 𝐿𝑆𝑆 по-
значатимемо клас допустимих локальних ста-
цiонарних стратегiй, 𝐿𝑆𝑃 — клас допустимих
локальних детермiнованих (= чистих) страте-
гiй, 𝐿𝑆𝑃𝑀 — клас допустимих локальних ста-
цiонарних (марковських) детермiнованих стра-
тегiй.
Зауваження 1. Маємо 𝐿𝑆𝐷 ⊆ 𝐿𝑆𝑆 ⊆ 𝐿𝑆𝑀 ⊆
𝐿𝑆 i 𝐿𝑆𝐷 ⊆ 𝐿𝑆𝑃𝑀 ⊆ 𝐿𝑆𝑃 ⊆ 𝐿𝑆.

Наша мета полягає в тому, щоб прийти до
марковської структури, подiбної до означення 2.
Побудова процесу приведе нас до припущення,
що закони руху для системи можна охаракте-
ризувати iнварiантним у часi набором ймовiр-
ностей переходу. Тобто, коли система перебуває
в станi 𝑦 i прийнято рiшення, що дiє 𝑎, то, неза-
лежно вiд своєї iсторiї, наступний стан вибира-
ється вiдповiдно до закону переходу, який зале-
жить тiльки вiд (𝑦, 𝑎).

Використовуючи це, стратегiя 𝜋 визначить
iмовiрнiсну мiру на просторi послiдовностей(︀
𝑎0, 𝑎1, . . .

)︀
для кожного фiксованого початко-
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вого стану 𝑥0. Пару (𝜉, 𝜋) будемо називати ке-
рованою версiєю 𝜉 з використанням стратегiї 𝜋.
Керований процес взагалi не буде марковським,
тому що функцiї 𝜋𝑡

𝑖 , 𝑖 ∈ 𝑉 , залежать не тiль-
ки вiд станiв 𝑥𝑡̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑖 ∈ 𝑉 , а й вiд попереднiх

(локальних) станiв 𝑥0̃︀𝑁(𝑖)
, . . . , 𝑥𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

. Властивiсть

Маркова введена в наступному означеннi, пiсля
чого обговорюватимуться принципи.
Означення 6 (див. означення 3.21 в [1]). Па-
ра (𝜉, 𝜋) — керований процес з локально вза-
ємодiючими синхронними компонентами, зада-
ний на скiнченному графi взаємодiй Γ = (𝑉,𝐵),
якщо 𝜉 =

(︀
𝜉𝑡 : 𝑡 ∈ N

)︀
— процес з простором ста-

нiв 𝑋 = ×
𝑖∈𝑉

𝑋𝑖 i 𝜋 = (𝜋𝑖 : 𝑖 ∈ 𝑉 ) — допустима

локальна стратегiя.
Пару (𝜉, 𝜋) називають керованим марков-

ським процесом з локально взаємодiючими син-
хронними компонентами на (Γ, 𝑋), коротше —
(залежне вiд часу) кероване марковське випад-
кове поле, якщо переходи 𝜉 визначаються таким
чином:

Для всiх 𝑡 Pr(𝜉
0,𝛼0,...,𝜉𝑡−1,𝛼𝑡−1,𝜉𝑡,𝛼𝑡)-майже

всюди визначенi умовнi ймовiрностi, що задо-
вольняють для всiх 𝐾 ⊆ 𝑉 , 𝐶𝑗 ∈ X𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐾,

𝑦 ∈ 𝑋, 𝑎𝑗 ∈ 𝐴𝑗

(︁
𝑦 ̃︀𝑁(𝑗)

)︁
, 𝐶𝐾 = ×

𝑗∈𝐾
𝐶𝑗

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝐾 ∈ 𝐶𝐾 | 𝜉0 = 𝑥0, 𝛼0 = 𝑎0, . . .

. . . , 𝜉𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, 𝛼𝑡−1 = 𝑎𝑡−1, 𝜉𝑡 = 𝑦, 𝛼𝑡 = 𝑎
}︀

(1)
= Pr

{︀
𝜉𝑡+1
𝐾 ∈ 𝐶𝐾 | 𝜉𝑡 = 𝑦, 𝛼𝑡 = 𝑎

}︀
(2)
=

∏︁
𝑗∈𝐾

Pr
{︀
𝜉𝑡+1
𝑗 ∈ 𝐶𝑗 | 𝜉𝑡 = 𝑦, 𝛼𝑡 = 𝑎

}︀
(3)
=

∏︁
𝑗∈𝐾

Pr
{︁
𝜉𝑡+1
𝑗 ∈ 𝐶𝑗 | 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑗)

= 𝑦 ̃︀𝑁(𝑗), 𝛼
𝑡
𝑗 = 𝑎𝑗

}︁
(4)
=

∏︁
𝑗∈𝐾

Q𝑗

(︁
𝐶𝑗 | 𝑦 ̃︀𝑁(𝑗), 𝑎𝑗

)︁
(5)
= Q𝐾 (𝐶𝐾 | 𝑦, 𝑎) . (6)

Якщо 𝐾 = 𝑉 , будемо писати Q𝑉 (𝐶𝑉 | 𝑦, 𝑎) =
= Q(𝐶 | 𝑦, 𝑎).

Марковське ядро Q =
∏︀

𝑗∈𝑉 Q𝑗 називатиме-
мо локальним i синхронним.

Застосування

Просторовий опис катастроф. У ро-
ботi [3] пропонується застосувати результати
роботи [1] до розв’язання проблеми катастро-
фiчних ризикiв. Припускається, що можли-
вi стани 𝑥𝑡

𝑖 i втрати 𝑧𝑡𝑖 системи в верши-
нi 𝑖 у момент часу 𝑡 визначаються випадко-
вим процесом (наприклад, природною катастро-
фою) 𝜉𝑡 з можливими станами 𝑦 ∈ 𝑌 . Через

𝐻𝑖
(︁
𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖 | 𝑥

𝑡−1̃︀𝑁 , 𝑧𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
, 𝑦;𝑢𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

)︁
позначимо умов-

нi розподiли пари (𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖) в момент часу 𝑡 за умо-

ви, що у попереднiй момент часу стани i втрати

в околi ̃︀𝑁(𝑖) були
(︁
𝑥𝑡−1̃︀𝑁 , 𝑧𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

)︁
, процес 𝜉𝑡−1 був

у станi 𝑦 i були прийнятi рiшення 𝑢𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
. Такий

розподiл визначає динамiку змiн в системi згi-
дно з таким спiввiдношенням:

𝑝
(︀
𝑡, 𝑥𝑡

𝑖, 𝑧
𝑡
𝑖

)︀
=

∑︁
𝑦∈𝑌

𝐻𝑖
(︁
𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖 | 𝑥𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

, 𝑧𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)
, 𝑦;𝑢𝑡−1̃︀𝑁(𝑖)

)︁
× 𝑃

(︀
𝜉𝑡−1 = 𝑦

)︀
,

де 𝑝 (𝑡, 𝑥𝑡
𝑖, 𝑧

𝑡
𝑖) — розподiл пар (𝑥𝑡

𝑖, 𝑧
𝑡
𝑖) в момент

часу 𝑡 в вершинi 𝑖. Додаткова фiксацiя початко-
вого розподiлу станiв 𝑝 (0, 𝑥𝑖, 𝑧𝑖) для всiх 𝑖 ∈ 𝑉
повнiстю визначає динамiку змiн станiв систе-
ми.

Далi автори роботи [3] пропонують просто-
рове узагальнення моделi керування довгостро-
ковими iнвестицiями у безпеку. У цьому разi
стани вершин графа трактуються як рiвнi ба-
гатства агентiв економiчної системи, а ребра —
наявнiсть зв’язкiв мiж агентами. У випадковi
моменти часу в кожнiй вершинi 𝑖 ∈ 𝑉 може
вiдбутися катастрофiчна подiя або терористи-
чна атака (незалежно вiд подiй в iнших вер-
шинах), якi характеризуються випадковою ве-
личиною 𝜉𝑖. Припускається, що деякi ресурси
𝑢𝑖𝑗 вiднiмаються вiд 𝑥𝑖 i потiм iнвестуються в
заходи безпеки в вершину 𝑗 ∈ 𝑁(𝑖). Повнi iнве-
стицiї в заходи безпеки в вершинi 𝑗 становлять∑︀

𝑖∈ ̃︀𝑁(𝑗) 𝑢𝑖𝑗 . Iнвестицiї в заходи безпеки зменшу-
ють iнтенсивнiсть атак, якi у такому разi вже
залежать i вiд iнвестицiй, тобто 𝑝𝑖 = 𝑝𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖).
Крiм того, iнвестицiї в засоби захисту у вузлi
𝑖 можуть зменшити збитки з коефiцiєнтом про-
прцiйностi

𝜉𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) =

{︃
0 з iмовiрнiстю 1 − 𝑝𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) ,

𝜁𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) з iмовiрнiстю 𝑝𝑖 (𝑥𝑖, 𝑢𝑖) .

Далi автори припускають, що темпи економi-
чного розвитку 𝜌𝑡𝑖 у вузлi 𝑖 залежать вiд власних
iндикаторiв зростання (1 + 𝑟𝑖) i збиткiв (1 − 𝜉𝑖),
а також факторiв зростання/збиткiв у сусiднiх

вузлах, тобто 𝜌𝑡𝑖 = 𝜌𝑡𝑖

(︁
𝑟𝑡̃︀𝑁(𝑖)

, 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
. Вiдповiдна

динамiчна модель економiки набуває вигляду

𝑥𝑡+1
𝑖 = (𝑥𝑡

𝑖 − 𝑢𝑡
𝑖)𝜌

𝑡
𝑖

(︁
𝑟𝑡̃︀𝑁(𝑖)

, 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑖)

)︁
,

𝑥0
𝑖 = 𝑥𝑖, 𝑡 = 0, . . . , 𝑇 − 1,

де 𝑟𝑡̃︀𝑁(𝑖)
=

(︁
𝑟𝑡𝑗 , 𝑗 ∈ ̃︀𝑁(𝑖)

)︁
— сукупнiсть випадко-

вих iндикаторiв зростання у вузлах ̃︀𝑁(𝑖); 𝜉𝑡̃︀𝑁(𝑖)

— сукупнiсть показникiв збиткiв у вузлах ̃︀𝑁(𝑖) в
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перiод часу 𝑡 вiд атаки на вузол 𝑖 або на сусiднi
вузли 𝑗 ∈ ̃︀𝑁(𝑖); 𝑢𝑡

𝑖 =
∑︀

𝑗∈ ̃︀𝑁(𝑖) 𝑢
𝑡
𝑗𝑖 — iнвестицiї

у безпеку вузла 𝑖 з самого вузла 𝑖 i з сусiднiх
вузлiв 𝑗 ∈ 𝑁(𝑖). Залежнiсть добробуту даного
вузла 𝑖 мережi вiд сусiдiв може спонукати ву-
зол 𝑖 зробити iнвестицiї 𝑢𝑖𝑗 > 0 в сусiднi вузли
𝑗 ∈ 𝑁(𝑖).

Цiльовий функцiонал для оптимiзацiї витрат
на безпеку може мати вигляд

𝐹 (𝑥, 𝑢) = E

𝑇∑︁
𝑘=0

𝛾𝑘
∑︁
𝑖∈𝑉

𝑓𝑖
(︀
𝑥𝑡
𝑖

)︀
−→ max

𝑢∈𝑈

або

𝐹 (𝑥, 𝑢) = lim
𝑇→∞

E
1

𝑇 + 1

𝑇∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑖∈𝑉

𝑓𝑖
(︀
𝑥𝑡
𝑖

)︀
−→ max

𝑢∈𝑈
,

де 𝑓𝑖(·, ·) — векторна функцiї корисностi ка-
пiталу у вузлi 𝑖; 𝛾 ∈ (0; 1] — дисконтую-
чий множник; E — математичне сподiвання,
𝑥 = {𝑥𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉 }, 𝑢 = {𝑢𝑖𝑗 , 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉 }, 𝑈 =

=
{︁
𝑢𝑖𝑗 > 0 |

∑︀
𝑗∈ ̃︀𝑁(𝑖) 𝑢𝑖𝑗 6 𝑥𝑖, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑉

}︁
. Обидвi

задачi багатокритерiальнi, причому компонен-
ти векторної функцiї 𝑓𝑖(·, ·) можуть вiдобража-
ти рiзнi аспекти корисностi та ризику у вузлi 𝑖.

Соцмережi. Не менш цiкавим застосуван-
ням теорiї керованих марковських полiв є мо-
делювання соцмереж. Наприклад, у роботi [4]
розглядається така графiчна модель соцiальної
взаємодiї.

Розглянемо соцiальну мережу з 𝑛 iндивiдiв
або вузлiв. Вузол 𝑖 асоцiюється з впливом 𝐴𝑖,
результатом 𝑌𝑖 i, можливо, коварiантами. На-
приклад, 𝑌 може представляти думки або ре-
кламнi кампанiї; 𝑌 може вiдображати поведiн-
ку, а 𝐴 — заохочувальнi втручання, або 𝑌 може
представляти iнфекцiйне захворювання, а 𝐴 —
вакцинацiю. У аналiзi рiшень Верховного суду
США, поданому в роботi [4], 𝑌𝑖 — це бiнарна
змiнна, яка вiдображає, чи було рiшення суд-
дi 𝑖 лiберальним чи консервативним, а 𝐴, яке
одночасно охоплює всiх суддiв, є iндикатором
сфери розгляду справи. Коли переконання або
думки iндивiдiв проходять фазовi переходи до
впорядкованих станiв, наприклад, коли є зовнi-
шнiй тиск досягти одностайного консенсусу, або
коли можна стверджувати, що розподiл пове-
дiнки, переконань, думок або iнших результа-
тiв досягає рiвноваги в межах зв’язкiв мережi,
тодi ланцюговий граф може бути правильним
пiдходом для моделювання спiльного розподiлу
результатiв у мережi та впливiв на цi результа-
ти. Наприклад, у даних Верховного суду США
результати представляють рiшення, ухваленi за
умов часових обмежень та пiд тиском дев’яти

суддiв досягти одностайного рiшення; цi рiшен-
ня можуть справдi перебувати в станi рiвноваги.

У статтi розглядається застосування керова-
них марковських полiв у контекстi каузально-
го аналiзу в соцiальних мережах та ланцюго-
вих графах. Дослiдження обґрунтовує викори-
стання ланцюгових графiв як iнструменту для
моделювання взаємодiй мiж iндивiдуальними
одиницями, що пiддаються впливу соцiальних
зв’язкiв, iнтерференцiї та поширення результа-
тiв.

Напрямленi ациклiчнi графи (DAG) i лан-
цюговi графи використовують для визначен-
ня статистичних i причиново-наслiдкових мо-
делей. Статистичнi графiчнi моделi пов’язують
спостережуваний розподiл даних 𝑝(𝑉 ) iз гра-
фом, де вершини пов’язанi з випадковими ве-
личинами у 𝑉 . Графiчнi моделi часто визна-
чаються за допомогою факторизацiї, де 𝑝(𝑉 )
можна записати як добуток менших факторiв
iз правилом для отримання цих факторiв, за-
даним графом. Причиново-наслiдковий висно-
вок iз даних спостережень полягає в тому, щоб
робити висновки щодо фактичних або потен-
цiйних значень випадкових величин на осно-
вi розподiлу даних спостереження 𝑝(𝑉 ). Пара-
метри причиново-наслiдкових зв’язкiв, що ста-
нолять першочерговий iнтерес, як правило, є
слабовимiрними пiдсумками, отриманими з роз-
подiлiв, а не самих розподiлiв. Наприклад, се-
реднiй причиново-наслiдковий ефект визначає-
ться як середнiй контраст E

[︀
𝑌 (𝑎)

]︀
− E

[︀
𝑌 (𝑎′)

]︀
.

Причиново-наслiдковi моделi DAG є потужни-
ми iнструментами для визначення причиново-
стi з використанням даних спостережень i на-
були широкого застосування в епiдемiологiї, со-
цiальних науках та iнших галузях i можуть
бути використанi для виведення теорiї iденти-
фiкацiї у складних багатовимiрних причиново-
наслiдкових системах.

Керованi марковськi поля використовують
як спосiб параметризацiї мережевих даних, що
дозволяє зменшити вимоги до обсягу даних i
полегшує обчислення й оцiнювання моделей.
У статтi продемонстровано, що такi моделi мо-
жуть ефективно описувати процес формування
колективних рiшень, зокрема на прикладi рi-
шень Верховного суду США.

Авторами обґрунтовано, що традицiйнi ме-
тоди каузального аналiзу, основанi на напрям-
лених ациклiчних графах (DAGs), можуть бути
непридатними для аналiзу взаємодiй у соцiаль-
них мережах через їхню складнiсть i вимоги до
обсягу даних. Натомiсть ланцюговi графи забез-
печують бiльш компактне подання залежностей
та дають змогу формалiзувати рiвноважнi ста-
ни взаємодiй у соцiальних мережах.



22 e-ISSN 2663-0648. Могилянський математичний журнал. 2024. Том 7

Психологiя. Яскравим прикладом застосу-
вання графiчних моделей у психологiї є стат-
тя [5], яка фокусується на використаннi психо-
метричного мережевого аналiзу для дослiджен-
ня структури та взаємозв’язкiв у багатовимiр-
них даних, зокрема в психологiчних дослiджен-
нях. При цьому слiд видiлити такi основнi мо-
менти:

� для аналiзу мережi використовують гра-
фiчнi моделi, де вузли представляють
змiннi, а ребра — умовнi асоцiацiї мiж ни-
ми, мережi дозволяють виявляти патерни
асоцiацiй, якi часто вiдображають латен-
тну структуру даних;

� для оцiнки мережевих структур визначає-
ться топологiя мережi, зокрема щiльнiсть
зв’язкiв, центральнiсть вузлiв та структу-
ра кластерiв, мережi аналiзуються через
контекст тимчасових даних (наприклад,
часовi ряди) або панельних дослiджень;

� щодо застосування результатiв можна ви-
дiлити такi особливостi: у дослiдженнях
особистостi мережi дозволяють описати
взаємозв’язок мiж рисами характеру та
мотивацiйними цiлями; у сферi вивчення
ставлень моделюються змiни в оцiнках ва-
жливостi ставлень, що допомагає поясни-
ти поляризацiю; у дослiдженнях психi-
чного здоров’я мережi вiдображають вза-
ємозв’язки мiж симптомами, що сприяє
кращому розумiнню причин та можливих
втручань;

� видiляють такi переваги парних марков-
ських випадкових полiв: гнучкiсть у до-
слiдженнi умовних залежностей без необ-
хiдностi жорстких апрiорних припущень,
мережi забезпечують наочне представлен-
ня даних, сприяючи генерацiї гiпотез;

� разом з тим, є певнi обмеження та викли-
ки, серед яких труднощi з iнтерпретацiєю
центральностi вузлiв i залежнiсть вiд ви-
бору змiнних, необхiднiсть додаткових до-
слiджень для вдосконалення методiв обро-
блення даних, наприклад, для пропуще-
них або неоднорiдних даних.

Стаття наголошує на важливостi мережево-
го аналiзу як потужного iнструменту для ро-
зумiння складних взаємозв’язкiв у багатовимiр-
них даних, особливо в психологiчнiй науцi.

Висновки

Теорiя керованих випадкових полiв, попри
свою вiдносну малодослiдженiсть порiвняно з
теорiєю стохастичної оптимiзацiї та керованих
випадкових процесiв, демонструє значний по-
тенцiал для практичного застосування. Важли-
вим досягненням у цiй галузi є отримання фун-
даментальних результатiв щодо iснування та
методiв пошуку оптимальних стратегiй керува-
ння випадковими полями для широкого класу
функцiй ризику. Особливу увагу привертає мо-
жливiсть застосування цiєї теорiї у випадках,
де наявна локальна структура взаємодiї. Напря-
ми практичного використання не обмежуються
оцiнкою ризикiв катастроф, моделюванням та
аналiзом взаємодiй у соцiальних мережах, а та-
кож психометричним мережевим аналiзом. Це
свiдчить про мiждисциплiнарний характер те-
орiї та її потенцiйну унiверсальнiсть у засто-
суваннi до рiзних предметних галузей. Подаль-
ший розвиток теорiї потребує розширення нау-
кової та навчальної лiтератури, а також розро-
блення методологiї застосування до конкретних
практичних задач. Локальна структура взаємо-
дiї виступає ключовою характеристикою, що ви-
значає специфiку застосування теорiї, тому ва-
жливим є розвиток методiв оптимiзацiї для рi-
зних класiв функцiй ризику, що вiдповiдають
реальним практичним ситуацiям. Для ефектив-
ного впровадження теоретичних результатiв не-
обхiдно зосередити увагу на розробленнi спецi-
алiзованих методiв для кожного з визначених
напрямiв застосування, розвитку математично-
го апарату для бiльш точного опису локаль-
них структур взаємодiї та створеннi вiдповiдних
програмних iнструментiв. Особливу увагу слiд
придiлити розробленню методiв, що дозволяють
враховувати специфiку локальних взаємодiй у
конкретних практичних ситуацiях. Таким чи-
ном, незважаючи на вiдносно обмежену пред-
ставленiсть у науковiй лiтературi, теорiя керо-
ваних випадкових полiв має значний потенцiал
для практичного застосування в рiзних галузях.
Подальший розвиток теорiї та методологiї її за-
стосування може суттєво вплинути на ефектив-
нiсть розв’язання важливих практичних задач
у рiзних сферах людської дiяльностi, вiд технi-
чних аспектiв оцiнки ризикiв катастроф до со-
цiальних та психологiчних аспектiв аналiзу ме-
реж взаємодiї.
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R. Chornei

ON SOME APPLICATIONS OF CONTROLLED RANDOM
FIELDS WITH LOCAL INTERACTION STRUCTURE

This paper explores controlled random fields with a local interaction structure and the fields’ potential
applications. The primary focus is on optimal control problems for stochastic systems defined on
graphs, emphasizing risk assessment, social network modeling, and psychometric network analysis. The
study formalizes mathematical approaches that facilitate stochastic optimization and decision-making
in complex systems with locally structured interactions.

The theoretical framework is developed within the context of Markov random fields, where inter-
actions are defined on finite graphs. The article introduces a mathematical model that captures local
dependencies among interacting elements and derives methods for optimizing their collective behav-
ior. A key result concerns the existence and characterization of optimal control strategies in stochastic
environments, demonstrating their applicability to risk management and dynamic decision-making.

The paper also discusses the use of controlled Markov fields in social network modeling. Specifically,
it examines how individuals influence each other within structured networks and how equilibrium states
emerge under specific interaction rules. This modeling technique proves useful in predicting opinion
dynamics, social polarization, and decision-making in hierarchical systems.

A further application is psychometric network analysis, where controlled random fields facilitate
the study of cognitive and psychological interactions among individuals. The methodology enables
the identification of latent structures within high-dimensional psychological data, improving predictive
accuracy in behavioral sciences.

The results contribute to interdisciplinary research at the intersection of mathematics, economics,
and social sciences. The findings provide valuable insights into how locally structured systems can be
effectively managed and optimized in various applied domains.

Keywords: controlled random fields, local interactions, optimal strategies.
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FRACTIONAL CALCULUS AND ITS APPLICATION IN
FINANCIAL MATHEMATICS

Fractional calculus extends classical calculus by allowing differentiation and integration of non-integer
orders, providing valuable tools for analyzing complex systems. In this part of the paper we demonstrate
the main methods of fractional calculus, including Euler’s, Riemann-Liouville, and Caputo approaches.
The behavior of functions such as 𝑥𝑛, 𝑒𝜆𝑥, and sin(𝑥) is analyzed for fractional orders, demonstrating
how fractional differentiation results in varying patterns of growth and decay.

The second part explores the application of fractal derivatives in financial mathematics. We present
the use of the Riemann-Liouville derivative to model stock prices in illiquid markets, where the price of
an asset may remain unchanged for some time. For this, subdiffusion processes and a fractal integro-
differential equation with the Riemann-Liouville derivative are used. The idea of subdiffusion models is
to replace the calendar time 𝑡 in the risk-free bond motion and classical GBM by some stochastic process
𝐻𝑡, which represents a hitting time, which is interpreted as the first time at which 𝐺𝑡 hits the barrier 𝑡.

Next, we focus on the pricing of a European option when the underlying asset is illiquid. The option
price is found as a solution to a fractal Dupire integro-differential equation, in which the time derivative
is replaced by the Dzerbayshan– Caputo (D–K) derivative. The D–K derivative is a generalization of
the Caputo approach. The form of the D–K derivative depends on a random process 𝐺𝑡, called the
subordinate. We take a standard inverse Gaussian process with parameters (1,1) as the subordinate 𝐺𝑡

and formulate the Proposition about the form of the fractal Dupire equation for the chosen subordinate.
These approaches provide tools that allow the investor to take into account the illiquidity of the financial
markets.

Keywords: fractional calculus, Riemann-Liouville derivative, Euler’s approach, Riemann-Liouville
approach, Caputo‘s approach, subdiffusion, Dupire equation, Black-Scholes model, Partial Integro-
Differential Equations, Dzerbayshan–Caputo derivatives, subordinator.

Introduction

Differentiation and integration are fundamen-
tal concepts in mathematics that have been stud-
ied intensively for centuries. In its simplest form,
differentiation involves calculating the slope of a
function at a given point, while integration involves
finding the area under a curve. These concepts are
well known and have been thoroughly studied over
the years, leading to clear and well-known results
that are widely used in a wide variety of fields.

An interesting question is the existence of dif-
ferentiation and integration for fractional order,
the so-called fractional calculus. As explained in
[2], the classical derivative restricted by rate of
change falls short to describe many phenomena
that could not be constructed properly by inte-
ger order calculus encompassed by fractional calcu-
lus. Due to this fact, fractional derivatives are pro-
posed for capturing the past history as in the clas-
sical integration. Hence, both fractional deriva-

tive and integral have past memory making them
much more advantageous than classical counter-
parts. The history of fractional calculus can be
traced back to the work of Euler and Laplace in the
18th century. Later, other prominent mathemati-
cians such as Caputo, Liouville, and Riemann also
made significant contributions to the field. Over
the past few decades, this branch of mathematical
analysis has gained attention due to its significant
potential for applications in various fields includ-
ing physics, engineering, finance, and biology. The
main idea of fractional calculus is to extend the
concepts of differentiation and integration to func-
tions with non-integer orders. This allows for a
more accurate description of complex phenomena,
such as anomalous diffusion [7], viscoelasticity [11],
and fractal behaviour [12].

The purpose of this paper is to study ap-
proaches to fractional calculus, illustrate them by
visualizing the results in the Python programming
language and demonstrate how Dzerbayshan– Ca-
puto (D–C) derivative is used for option evaluat-

© D. Zubritska, N. Shchestyuk, D. Sluchynskyi, 2024
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ing. By achieving this goal, this study aims to fill
the gap in the existing literature on this topic and
provide a better understanding of the potential of
fractional calculus in financial mathematics.

The paper is organized as follows. The sec-
ond section consists of two subsections. In the
first subsection the comparison between classi-
cal and fractional calculus interpretations is dis-
cussed. Also we review the main approaches to
fractional calculus: Euler, Liouville, Riemann, and
Caputo. The second subsection focuses on the
Riemann–Liouville approach to fractional calculus.
This approach builds upon the Riemann method
and the Cauchy integral formula, allowing for the
generalization of integration to non-integer orders
using the Gamma function. The fractional in-
tegral is defined, and its important properties,
such as the additive property of fractional integrals
and the relationship between fractional integration
and differentiation, are discussed. The Riemann-
Liouville approach has a huge application in fi-
nancial mathematics and it is used for stock price
modeling on illiquid markets. The Caputo’s ap-
proach modifies the Riemann-Liouville definition
to simplify initial condition handling in fractional
differential equations, making it highly valuable
for real-world modeling. The updated approach
is known as Dzerbayshan–Caputo derivative intro-
duced later and is applied for option pricing on
illiquid markets. In the last subsection, we ex-
amine how the fractional order 𝛼 influences the
behavior of derivatives across the Euler, Caputo,
and Riemann-Liouville approaches. The behavior
of functions such as 𝑥𝑛, 𝑒𝜆𝑥, and sin(𝑥) is analyzed
for fractional orders, demonstrating how fractional
differentiation results in varying patterns of growth
and decay.

The third section is devoted to the applica-
tions of fractional calculus in financial mathemat-
ics, particularly for describing the dynamics of
the illiquid markets. Classical models, like Black-
Scholes, assumes that asset prices follow Brown-
ian motion, a process with independent and sta-
tionary increments. However, these models often
fail to account for the irregularities and memory
effects observed in illiquid markets, where asset
prices exhibit anomalous behaviors like stationar-
ity or jumps. In this context, fractional calculus
and subdifusive models which incorporate hitting
times and irregular trading activity provides a nat-
ural extension to incorporate such complexities, of-
fering a more accurate representation of the under-
lying dynamics of financial illiquid assets.

First, we mention the usual model of subdif-
fusion, which is the celebrated Fractional Fokker-

Planck equation (see for example [8]). This equa-
tion is based on the Riemann- Liouville fractional
derivative and describes the probability density
function 𝑤(𝑡) of the sub-diffusive stock process.
This theory fully detailed in the literature (see for
example [7], [6], [8]). The application of the Frac-
tional Fokker-Planck equation to the risk measur-
ing in financial mathematics you can find in [22].

After that we focus on the option pricing prob-
lem under subdiffusion. The main idea of subdif-
fusive is to replace calendar time 𝑡 by hitting time
𝐻𝑡, which interpreted as the first time at which
stochastic process (so called subordinator) 𝐺𝑡 hits
the barrier 𝑡. Initially for the option pricing under
subdiffusion was used the method of discounted
mathematical expectation of the payoff function
under risk-neutral measure (see for example [7],
[6], [23], [24]). A new method was proposed re-
cently by the Donaten and Leonenko (see [20]),
which uses a fractional Dupire equation with Dzer-
bayshan–Caputo derivatives for deriving the Euro-
pean call option.

In this study we just apply the idea of this ap-
proach for the standard IG process (SIG), which
simplifies the equation and recovers the fractional
Dupire form under specific conditions. It is note-
worthy that this approach was detailed for inverse
𝛼− stable and inverted Poisson processes in [20],
for inverse inversian Gaussian in [21], for Gamma
in [22].

Finally, we formulate the proposition about ap-
plication of the fractal Dupire PIDE in the case
of the SIG subordinator. By incorporating frac-
tional calculus, we have used for SIG a model that
captures the non-local and memory-dependent na-
ture of market dynamics, offering a more accurate
and flexible tool for pricing financial instruments
in such environments.

Interpretations and approaches to
fractional calculus

Main approaches to fractional calculus.
Fractional calculus is an extension of traditional
integral integration and differentiation. Similarly,
fractional exponents are an extension of integer ex-
ponents.

Integer calculus has clear and well-known phys-
ical and geometric interpretations. For example,
the geometric value of a first-order derivative at
some point 𝑥0 is equal to the tangent of the tan-
gent line to the graph of the function at the point
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with the abscissa 𝑥0 and is equal to the angular
coefficient of this tangent line.

In the case of differentiation and integration
of arbitrary order, there were no clear geometric
and physical interpretations for almost 300 years.
Eventually, however, interpretations were found.
In [10], the geometric interpretation is the so-called
‘shadows on the walls’, and the physical interpre-
tation is ‘shadows of the past’.

Here is an explanation of what exactly these
interpretations are. For example, the geometric
interpretation of fractional integration is to add a
third dimension to the standard pair 𝜏, 𝑓(𝜏). If 𝜏
is time, then the added dimension can be called a
‘deformed’ timescale. The physical or mechanical
interpretation of fractional calculus is to use two
types of time in calculations: cosmic and individ-
ual.

Since this paper is devoted more to the math-
ematical side of the issue, it is worth describing
the ‘shadows on the walls’ in a little more detail.
The geometric interpretation of the fractional in-
tegral is to display the so-called ‘fence’ on two
walls, as is clear from this sentence, fractional cal-
culus provides a third dimension for analysing a
function. Together with the ‘fence’, whose shape
changes according to the change of time 𝑡 from 0
to 𝑏, its shades on the walls also change, represent-
ing the right-handed Riemann-Liouville fractional
integral and the classical integral with a moving
lower bound. [10]

The history of fractional calculus starts from
the work of Euler and Laplace in the 18th century.
In 1730, Euler proposed a generalization of this
formula:

(𝑑𝑛𝑥𝑚)

(𝑑𝑥𝑛)
= 𝑚(𝑚− 1). . . (𝑚− 𝑛+ 1)𝑥(𝑚−𝑛)

Using the properties of the Gamma function:

Γ(𝑚+ 1) = 𝑚(𝑚− 1). . . (𝑚− 𝑛+ 1)Γ(𝑚− 𝑛+ 1)

he came up with the following formula:

(𝑑𝑛𝑥𝑚)

(𝑑𝑥𝑛)
=

Γ(𝑚+ 1)

Γ(𝑚− 𝑛+ 1)
𝑥(𝑚−𝑛)

This formula is very useful and easy to use for cal-
culating fractional differentials of functions of the
form 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎, where 𝑎 ∈ 𝑅. [9]

In the period from 1832 to 1855, Liouville pro-
posed three important definitions for fractional
calculus. In the first definition, using the ex-
ponential representation of the function 𝑓(𝑥) =

=
∑︀∞

𝑛=0 𝑐𝑛𝑒
𝑎𝑛𝑥, he generalized (𝑑𝑚𝑒𝑎𝑥)

(𝑑𝑥𝑛) = 𝑎𝑚𝑒𝑎𝑥

as:
𝑑𝑣𝑓(𝑥)

𝑑𝑥𝑣
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝑎
𝑣
𝑛𝑒

𝑎𝑛𝑥

Its second definition is a fractional integral [9]:∫︁ 𝜇

Φ(x)dx𝜇 =
1

(−1)𝜇Γ(𝜇)

∫︁ ∞

0

Φ(𝑥+ 𝛼)𝛼𝜇−1𝑑𝛼∫︁ 𝜇

Φ(x)dx𝜇 =
1

Γ(𝜇)

∫︁ ∞

0

Φ(𝑥− 𝛼)𝛼𝜇−1𝑑𝛼

By replacing 𝑥+ 𝛼 and 𝑥− 𝛼 with 𝜏 in the above
formulas, the following formulas were obtained:∫︁ 𝜇

Φ(x)dx𝜇 =
1

(−1)𝜇Γ(𝜇)

∫︁ ∞

𝑥

Φ(𝜏)(𝜏 − 𝑥)𝜇−1𝑑𝜏∫︁ 𝜇

Φ(x)dx𝜇 =
1

Γ(𝜇)

∫︁ ∞

𝑥

Φ(𝜏)(𝜏 − 𝑥)𝜇−1𝑑𝜏

The third definition is a fractional differential:

𝑑𝜇𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥𝜇
=

(−1)𝜇

ℎ𝜇

(︁
𝐹 (𝑥)

𝜇

1
𝐹 (𝑥+ ℎ)+

+
𝜇(𝜇− 1)

1 · 2
𝐹 (𝑥+ 2ℎ)− · · ·

𝑑𝜇𝐹 (𝑥)

𝑑𝑥𝜇
=

1𝜇

ℎ𝜇

(︁
𝐹 (𝑥)

𝜇

1
𝐹 (𝑥− ℎ)+

+
𝜇(𝜇− 1)

1 · 2
𝐹 (𝑥− 2ℎ)− · · ·

From 1847 to 1876, Riemann proposed the other
definition of the fractional integral:

𝐷−𝑣𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑣)

∫︁ 𝑥

𝑐

(𝑥− 𝑡)𝑣−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡+ 𝜓(𝑡)

The Riemann-Liouville definition is one of the two
most famous in the field of fractional calculus, it is
a combination of the previous two definitions: the
definition of the derivative of the Cauchy integral
formula and the Riemann definition.

𝑎𝐷
𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑡

)︂𝑛 ∫︁ 𝑡

𝑎

𝑓(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼−𝑛+1

In this formula, 𝑛 is the so-called ‘ceiling’ of 𝛼,
which means that 𝑛 is the smallest integer greater
than the number whose ceiling it is, in our case
𝑛− 1 ≤ 𝛼 < 𝑛.[9]

Another well-known definition is Caputo’s def-
inition, created in 1967, and as mentioned earlier,
it is an improvement of the Riemann-Liouville def-
inition for the calculation of fractal equations. [9]

𝐶
𝑎𝐷

𝛼
𝑡 𝑓(𝑡) =

1

Γ(𝛼− 𝑛)

∫︁ 𝑡

𝛼

𝑓𝑛(𝜏)𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)𝛼+1−𝑛
,

(𝑛− 1 ≤ 𝛼 < 𝑛) (1)
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The Riemann–Liouville approach. The
Riemann–Liouville approach is based on the Rie-
mann approach and the Cauchy integral formula.

By using the Cauchy formula for repeated inte-
gration over parameters, we can calculate the an-
tiderivative 𝛼 of the function order several times,
which leads to the following formula:

𝐼𝛼𝑓 (𝑡) =
1

(𝛼− 1)!

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)
𝛼−1

𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏

As mentioned in another section, the generalisa-
tion of the factorial is the so-called Gamma func-
tion. So, to improve the already obtained formula,
we will replace this factorial with the Gamma func-
tion, generalising the result.

𝐼𝛼𝑓 (𝑡) =
1

Γ (𝛼)

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)
𝛼−1

𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏, 𝛼 > 0

This formula is a working formula for fractional in-
tegration. It is called the Riemann-Liouville left-
handed integral. This integral is considered one
of the easiest formulas to understand in the world
of fractional calculus. The main note is that 𝛼
can be a complex number due to the limitations of
the Gamma function, but always with a real part
greater than zero.

This integral has the following important de-
pendencies:

𝐼𝛼
(︀
𝐼𝛽𝑓

)︀
= 𝐼𝛼+𝛽𝑓

𝑑

𝑑𝑥
𝐼𝛼+1𝑓 = 𝐼𝛼𝑓

Unfortunately, we cannot simply say that a dif-
ferential of order 𝛼 will be equal to an integral of
order −𝛼. Due to the presence of the Gamma func-
tion in the Riemann-Liouville left-handed integral
formula, the use of negative order is not possible,
and hence it cannot be used to define a fractional
order differential.

To start converting an integral to a differential,
you should start with the fact that after differenti-
ating 𝑛 times, the integration will be equal to the
original function itself.

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
(𝐼𝑛𝑓 (𝑡)) = 𝑓 (𝑡)

This means that the derivative is the left-hand side
of the integral. However, the integral is not the
left-hand side of the derivative because the integral
adds an arbitrary constant. That is, in general, the
inverse of the previous property is not true. Un-
der this condition, we would still like to be able to
define differentiation through operations that are
understandable and possible. Such an operation,
which has the desired properties, would be:

𝐷𝛼𝑓 =
𝑑⌈𝛼⌉

𝑑𝑡⌈𝛼⌉
(𝐼⌈𝛼⌉−𝛼𝑓)

Here, ⌈𝛼⌉ is the ‘ceiling’ of 𝛼, the result of round-
ing the number to the next smallest integer greater
than the given number. Let’s write this record in
more detail:

𝑎𝐷
𝛼
𝑡 𝑓 (𝑡) =

1

Γ (𝑛− 𝛼)

(︂
𝑑

𝑑𝑡

)︂𝑛 ∫︁ 𝑡

𝑎

𝑓 (𝜏) 𝑑𝜏

(𝑡− 𝜏)
𝛼−𝑛+1 ,

(2)
where 𝑛 is the ceiling of 𝛼. This is the left-
handed Riemann-Liouville fractional derivative.
Most fractional calculations are long and compli-
cated, if not completely intractable, if performed
manually without the help of a computer.

Illustration of fractional calculus ap-
proaches to some basic functions. In this
subsection, we will illustrate and visualize the Eu-
ler, Riemann-Liouville, and Caputo approaches to
fractional calculus for some functions.

a) Euler’s approach.

𝑑𝑛𝑥𝑚

𝑑𝑥𝑛
=

Γ (𝑚+ 1)

Γ (𝑚− 𝑛+ 1)
𝑥𝑚−𝑛 (3)

The simplest example is the following function:

𝑓 (𝑥) = 1

for which:
𝑑𝛼1

𝑑𝑥𝛼
=

𝑥−𝛼

Γ (1− 𝛼)

In this case, we substitute 𝑚 = 0, 𝑛 = 𝛼, where
𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎 is the order of differentiation, into the for-
mula (3). Using Python, we visualize the graphs
of the differentials of the function 𝑓 (𝑥) = 1 for the
following orders: 1

2 ,
3
2 , −

1
2 , −

3
2 .

Figure 1. Graphical representation of the fractional
differentials of the function 𝑓 (𝑥) = 1 using the

formula (3) in Python.
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In order to obtain Figure 1, the matplotlib
library was used to calculate the result of the
Gamma function, using the gamma() method,
which returns the value of the function depending
on the input x. Another example is solved below
for Euler’s formula, in this case the function has
the following form:

𝑓 (𝑥) = 𝑥

Let’s repeat the steps described above. In formula
(2), we will make the following substitutions: 𝑚 =
= 1, 𝑛 = 𝛼, where 𝛼 is again the order of differen-
tiation. After performing these steps, we will get
the following function:

𝑑𝛼𝑥

𝑑𝑥𝛼
=

𝑥1−𝛼

Γ (2− 𝛼)

Again using Python and its matplotlib library and
the gamma() method, we will calculate and dis-
play the graphs of the differentials of the following
function of orders: 1

2 ,
3
2 , −

1
2 , −

3
2 .

Figure 2. Graphical representation of the fractional
differentials of the function 𝑓 (𝑥) = 𝑥 using formula

(2) in Python.

As you can see from the previous examples, the
Euler approach is very convenient for calculating
fractional differentials of functions of a type:

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛, 𝑛 ∈ 𝑄. Analyzing the graphs of
the derivative functions shown in Figures 1 and
2, we can draw the following conclusion: there is
no single law by which these functions are con-
structed. For example, for 𝛼 = 3/2𝑓(𝑥) = 1 will be
monotonic and strictly increasing, and for 𝑓(𝑥) =
= 𝑥 the fractional differential will give us a mono-
tonic strictly decreasing function. Similarly, for
𝛼 = 1/2, the function is strictly decreasing for
𝑓(𝑥) = 1 and strictly increasing for 𝑓(𝑥) = 𝑥.

While for the other two alphas, no such dynam-
ics is observed.

b) Caputo’s approach

At first glance, this approach (see (1)) seems overly
complicated and requires too many calculations.
However, according to Theorrm 5 of Maria Ishtev
[5], the differential of an exponential function is of
the form:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝜆𝑥

and after a number of transformations, it looks
like:

𝑑𝛼𝑒𝜆𝑥

𝑑𝑥𝛼
=

∞∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘+𝑛𝑥𝑘+𝑛−𝛼

Γ (𝑘 + 1 + 𝑛− 𝛼)
=

𝜆𝑛𝑥𝑛−𝛼𝐸1,𝑛−𝛼+1, (4)

where 𝜆 ∈ 𝐶, 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛,𝛼 ∈ 𝑅,𝑛 ∈ 𝑁 . The
proof of this theorem is based on the generalised
Mittag-Lefler function for two parameters:

𝐸𝛼,𝛽 (𝑧) =

∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘

Γ (𝛼𝑘 + 𝛽)
,

𝛼, 𝛽 > 0, 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅, 𝑧 ∈ 𝐶

and the facts from [5]:

𝐷𝛼
* 𝑓 (𝑡) = 𝐷𝛼𝑓 (𝑡)−

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑡𝑘−𝛼

Γ (𝑘 + 1− 𝛼)
𝑓 (𝑘) (0),

𝑡 > 0, 𝛼 ∈ 𝑅, 𝑛− 1 < 𝛼 < 𝑛

and

𝐷𝛼𝑒𝜆𝑡 = 𝑡−𝛼𝐸1,1−𝛼(𝜆𝑡).

With this formula, we can already write solu-
tions for several examples. Let’s start with the
function:

𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥

Let’s use the formula (4) and get it:

𝑑𝛼𝑒𝑥

𝑑𝑥𝛼
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑥𝑘+𝑛−𝛼

Γ (𝑘 + 𝑛+ 1− 𝛼)

Using WolframAlpha, we visualize graphs of order
differentials: 1

2 ,−
1
2 ,

3
2 , −

3
2 .
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Figure 3. Graphical representation of the fractional
differentials of the function 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥 using the

formula (4), using WolframAlpha.

For the next example, let’s look at a function:

𝑓 (𝑥) = 𝑒2𝑥

Using the formula (4), we get the following differ-
ential function:

𝑑𝛼𝑒2𝑥

𝑑𝑥𝛼
=

∞∑︁
𝑘=0

2𝑘+𝑛𝑥𝑘+𝑛−𝛼

Γ (𝑘 + 𝑛+ 1− 𝛼)

Using WolframAlpha, we visualise graphs of order
differentials: 1

2 ,−
1
2 ,

3
2 , −

3
2 .

Figure 4. Graphical representation of the fractional
differentials of the function 𝑓 (𝑥) = 𝑒2𝑥 using the

formula (4) in WolframAlpha.

Analyzing the graphs of the derivative func-
tions shown in Figures 3 and 4, we can draw the
following conclusion: these functions have a clear
pattern. It can be noted that in both figures, the

graphs correspond to the behaviour of the integral
differential for functions of the form 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑛𝑥.
Thus, we see that the change in 𝛼 changes the y-
value of the point of intersection of the graphs with
the ordinate axis. The growth dynamics of the
graphs also has a single pattern that corresponds
to the whole number.

c) The Riemann-Liouville approach.

The application of the Riemann-Liouville formula
(2) requires numarical methods of calculation,
which is a separate complex task. It is also im-
portant to note that Python library for it has very
large limitations. This library contains methods
for calculating two approaches: Riemann-Liouville
and Grunwald-Letnikov.

Figure 5. A set of functions and their functionality
of the differint library.

Using this library, let’s give an example for a
trigonometric function:

𝑓 (𝑥) = sin(𝑥)

Let’s use the RL() function to calculate the order
differentials: 1

2 ,−
1
2 ,−

3
2 . And visualise the results

using the mathplotlib library:

Figure 6. Graphical representation of the fractional
differentials of the function 𝑓 (𝑥) = sin(𝑥) using the

(2) approach, using the Python library differint.
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Analyzing the graphs in Figure 6, we can only
note the monotonicity of each of the functions
shown on it. So for all three values of 𝛼 used,
the functions are increasing. However, we cannot
observe any single behaviour that would depend on
the order of differentiation and would correspond
to the behaviour of the function 𝑓 (𝑥) = sin(𝑥) in
the integer domain.

Fractional calculus in financial
mathematics: Option pricing for

subdiffusion model

In traditional financial markets, the Black-
Scholes model is widely used for option pricing(see
[4], [3]). However, in illiquid markets where trad-
ing delays and irregularities occur, classical diffu-
sion models often fall short. Subdiffusive mod-
els[1], which incorporate waiting times and irregu-
lar trading activity, offer a more accurate way to
represent such markets.

The idea of subdiffusion models is to replace
the calendar time 𝑡 in the risk-free bond motion
and classical GBM by some stochastic process 𝐻𝑡,
which represents a hitting time, defined as:

𝐻𝑡 = inf{𝜏 > 0 : 𝐺𝜏 ≥ 𝑡}. (5)

and interpreted as the first time at which 𝐺𝑡 hits
the barrier 𝑡. 𝐻𝑡 is positive, non-decreasing and
has all the properties to be used as a stochastic
clock. By construction, the inverted process may
be constant. Therefore, any process subordinated
by 𝐻𝑡 exhibits motionless periods.

The definition (5) of hitting time is based on
the use of some other random process called a sub-
ordinator 𝐺𝑡. The subordinator 𝐺𝑡 is generally a
non-decreasing stochastic process.

The usual model of subdiffusion is the cele-
brated Fractional Fokker-Planck equation (see for
example [8]). This equation describes the probabil-
ity density function 𝑤(𝑡) of the sub-diffusive stock
process:

𝜕𝑤

𝜕𝑡
= 𝑎𝐷

𝛼
𝑡

[︂
−𝜇 𝜕

𝜕𝑥
+
𝜎2

2

𝜕2

𝜕𝑥2

]︂
𝑤(𝑥, 𝑡), (6)

where 𝑎𝐷
𝛼
𝑡 𝑓 (𝑡) is is the left-handed Riemann-

Liouville fractional derivative (see sections above
and formula (2)). This application of the frac-
tional derivatives to the financial mathematics is
a quite important, but the more detailed consider-
ation of this problem is outside the framework of
this paper.

This study focuses on the option pricing prob-
lem under subdiffusion.

In the classical diffusion model, the fair price of
a European call option on an asset with price 𝑆𝑡

at time 𝑡 is provided by the Black-Scholes formula.
The alternative way to compute the fair price using
Dupire equation [15].

For the subdiffusive we derive the European call
price using a fractional Dupire equation with Dzer-
bayshan–Caputo derivatives[13].

For this aim we start with classical Dupire
equation and consider the case when 𝜎(𝑆𝑡, 𝑡) = 𝜎
is the constant. Then the Dupire equation has a
form

𝜕𝐶(𝑇,𝐾)

𝜕𝑇
+ 𝑟(𝑇 )𝐶 = 𝜇(𝑇 )𝐶−

−𝜇(𝑇 )𝐾 𝜕𝐶

𝜕𝐾
+

1

2
𝜎2𝐾2 𝜕

2𝐶

𝜕𝐾2
,

(7)

where 𝐶(𝑇,𝐾) is the option price at time 𝑇 with
strike price 𝐾, 𝑟(𝑇 ) is the risk-free rate, 𝜇(𝑇 ) =
= 𝑟(𝑇 ) + 𝑞(𝑇 ) is the drift, 𝑞(𝑇 ) = 0 is the contin-
uous dividend rate and 𝜎 is the volatility.

After that we input variable 𝑘 = ln𝐾. The
derivatives with respect to 𝐾 are then transformed
as follows:

𝜕

𝜕𝐾
=

1

𝐾

𝜕

𝜕𝑘
,

𝜕2

𝜕𝐾2
=

1

𝐾2

𝜕2

𝜕𝑘2

Substituting these expressions into the original
equation, we obtain the Dupire equation in terms
of 𝑘 = ln𝐾:

𝜕𝐶(𝑇, 𝑘)

𝜕𝑇
= −𝑟 𝜕𝐶(𝑇, 𝑘)

𝜕𝑘
+
𝜎2

2

𝜕2𝐶(𝑇, 𝑘)

𝜕𝑘2
. (8)

For the option pricing in subdiffusion model we
just replace the derivative for the time in the
Dupire equation by a Dzerbayshan–Caputo (D–C)
derivative (see [20], [13]). So, the fractional Dupire
PIDE has a form

Ψ𝐷𝐶𝐻(𝑇, 𝑘) = −𝑟 𝜕
𝜕𝑘
𝐶𝐻(𝑇, 𝑘) +

𝜎2

2

𝜕2

𝜕𝑘2
𝐶𝐻(𝑇, 𝑘),

where Ψ𝐷𝑢(𝑡) is the convolution-type derivative,
called the Dzerbayshan–Caputo (D–C) derivative.

The Dzerbashyan–Caputo derivative general-
izes the classical Caputo[14] derivative by incorpo-
rating a convolution kernel. This adaptation pro-
vides greater flexibility in modeling market behav-
ior influenced by memory effects and irregular tem-
poral dynamics. Specifically, it allows the model to
accurately capture the heavy-tailed waiting time
distributions and subdiffusive characteristics often
observed in illiquid markets. By combining frac-
tional calculus with the dynamics of Lévy subor-
dinators, this approach bridges the gap between
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theoretical models and observed market anomalies.
We focus on this derivative to better account for
the stochastic time changes driven by inverse sub-
ordinators, making it particularly well-suited for
subdiffusive option pricing.

The D–C derivative for a function 𝑢(𝑡) is given
by:

Ψ𝐷𝑢(𝑡) = 𝑏
𝑑

𝑑𝑡
𝑢(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡− 𝑠)𝜈(𝑠)𝑑𝑠. (9)

Here, the function Ψ represents the Lévy expo-
nent associated with the subordinator 𝐺𝑡.

In this study, we use the Standard Inverse
Gaussian (SIG) process as the subordinator 𝐺𝑡.
Inverse Gaussian (IG) subordinator 𝐺𝑡 is a non-
decreasing Lévy process, where the increments
𝐺𝑡+𝑠−𝐺𝑠 follow the inverse Gaussian distribution
𝜚(𝛿𝑡, 𝛾) with probabilities density function (PDF):

𝑔(𝑥, 𝑡) =
𝛿𝑡√
2𝜋𝑥3

𝑒𝛿𝛾𝑡−(𝛿2𝑡2/𝑥+𝛾2𝑥)/2, 𝑥 > 0;

and with Lévy measure

𝜈(𝑑𝑥) =
𝛿√
2𝜋𝑥3

𝑒

(︁
− 𝛾2𝑥

2

)︁
𝑑𝑥, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0. (10)

For 𝛾 = 𝛿 = 1 we have the standard 𝐼𝐺 distribu-
tion in the form

𝑓(𝑥, 𝑡) =
𝑡√
2𝜋𝑥3

𝑒

(︂
− (𝑥−𝑡)2

2𝑥

)︂
, 𝑥 > 0, 𝑡 > 0.

For a given subordinator 𝐺𝑡, its inverse, denoted
as 𝐻𝑡, is defined by the hitting time 𝐻𝑡 (5). The
density function ℎ(𝑥, 𝑡) of 𝐻𝑡 has an integral rep-
resentation [16] and for standard 𝐼𝐺 distribution
has a form:

ℎ(𝑥, 𝑡) =
1

𝜋
𝑒𝑥−

1
2

∫︁ ∞

0

𝑒−𝑡𝑦

𝑦 + 1
2

(sin (𝑥
√︀
2𝑦)+

+
√︀
2𝑦 cos (𝑥

√︀
2𝑦))𝑑𝑦.

The moments of 𝐻𝑡 can be numerically evalu-
ated using ℎ(𝑥, 𝑡), and explicit formulas for the first
and second moments were obtained via Laplace
transforms. Asymptotic behavior shows that for
large 𝑡 [17]:

𝐸(𝐻𝑡)∼

{︃ (︀
𝛾
𝛿

)︀
𝑡, 𝛾 > 0(︁

1
𝛿

√︁
2𝑡
𝜋

)︁
𝑡, 𝛾 = 0,

𝑉 𝑎𝑟(𝐻𝑡)∼
(︁𝛾
𝛿

)︁2

𝑡2.

For the standard case (𝛿 = 1, 𝛾 = 1), we have
𝐸(𝐻𝑡) ∼ 𝑡 and 𝑉 𝑎𝑟(𝐻𝑡) ∼ 𝑡2 and this fact ex-
plaines why we choose these parameters.

Thus we focus on standard inverse Gausian sub-
ordinator(see [18]) 𝐺𝑡 Its Lévy-Khintchine repre-
sentation can be written as:

Ψ(𝑥) =

∫︁ +∞

0

(1− 𝑒−𝑠𝑧)𝜈(𝑑𝑧),

where 𝜈 is the Lévy measure.

The Lévy measure for standard IG subordina-
tor will be:

𝜈(𝑑𝑧) =
1√
2𝜋𝑧3

𝑒−
𝑧
2 𝑑𝑧, 𝑧 > 0, , 𝑡 > 0. (11)

Thus, the integral kernel 𝜈(𝑠) in (11) is the integral
of 𝜈 over (𝑠,∞):

𝜈(𝑠) =

∫︁ +∞

𝑠

1√
2𝜋𝑧3

𝑒−
𝑧
2 𝑑𝑧 =

=
2𝑒−

𝑠
2

√
2𝜋𝑠

− erfc

(︂√
𝑠√
2

)︂
=

=
2𝑒−

𝑠
2

√
2𝜋𝑠

+ erf

(︂√
𝑠√
2

)︂
− 1

Here, erf(𝑥) denotes the error function, which
is related to the standard normal cumulative dis-
tribution function Φ(𝑥):

𝜈(𝑠) = 2Φ (𝑠)− 2 +
2𝑒−

𝑠
2

√
2𝜋𝑠

Then we can represent the D-C derivative as:

Ψ𝐷𝑢(𝑡) = 2

∫︁ 𝑡

0

𝜕

𝜕𝑡
𝑢(𝑡−𝑠)

(︂
Φ (𝑠)− 1 +

𝑒−
𝑠
2

√
2𝜋𝑠

)︂
𝑑𝑠.

Now, substituting this to (8), we obtain:∫︁ 𝑇

0

𝜕

𝜕𝑇
𝐶𝐻(𝑇 − 𝑠, 𝑘)

(︂
Φ
(︀√
𝑠
)︀
− 1 +

𝑒−
𝑠
2

√
2𝜋𝑠

)︂
𝑑𝑠 =

= −𝑟
2

𝜕

𝜕𝑘
𝐶𝐻(𝑇, 𝑘) +

𝜎2

4

𝜕2

𝜕𝑘2
𝐶𝐻(𝑇, 𝑘),

(12)

Thus we can state the following proposition.
Proposition 1. If the subordinator 𝐺𝑡 for the hit-
ting time (5) is the Standard Inverse Gaussian
(𝑆𝐼𝐺) process, the fair price 𝐶𝐻(𝑇, 𝑘) of the Eu-
ropean option with time to maturity 𝑇 and strike
price 𝐾 is the solution of the PIDE (12), where:

• Φ(𝑠) is the standard normal cumulative dis-
tribution function;

• 𝑟 is the risk-free rate;

• 𝜎 is the asset volatility,
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• 𝑘 = log𝐾.

It is worth noting, that the Dzherbashyan-
Caputo fractional derivative plays a crucial role in
this model cause it incorporates the nonlinear dy-
namics of the market, particularly the delays mod-
eled by the subordinator. The convolution kernel
of this derivative includes the function Φ(𝑠), which
captures heavy tails and the slow decay of the wait-
ing time distribution. This enables the model to
accurately reflect the behavior of illiquid markets
and pricing anomalies.
Remark 1. To solve the PIDE numerically, the
time 𝑇 and space 𝑘 variables are discretized into
grids with steps ∆𝑡 and ∆𝑘 (see [20]). The in-
tegral term is approximated using the trapezoidal
rule or quadrature, while the derivatives 𝜕

𝜕𝑘 and
𝜕2

𝜕𝑘2 are computed with finite difference methods.
An implicit time-stepping scheme is used for sta-
bility, with initial conditions 𝐶𝐻(0, 𝑘) = (𝑒𝑘−𝐾)+

+ and asymptotic boundary conditions applied at
𝑘 → ±∞. The equation is transformed into a sys-
tem of algebraic equations and solved iteratively
using numerical tools like Python or MATLAB,
ensuring accuracy and stability of the solution.
Another calculation algorithm was presented by
Omid Nikan et al [19].

Conclusion

Fractional calculus is a branch of mathematics
that extends classical calculus to allow differenti-
ation and integration of non-integer orders. This
study looks at the main methods of fractional cal-
culus: Euler’s, Riemann-Liouville, and Caputo ap-
proaches.

The study analyzes the functions 𝑥𝑛, 𝑒𝜆𝑥, and
sin(𝑥) for fractional orders like 1/2, −1/2, 3/2, and
−3/2. Euler’s method was used to find analytical
solutions for the functions 𝑓(𝑥) = 1 and 𝑓(𝑥) =
= 𝑥. The Riemann-Liouville method was applied
to the function 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) using the Python
differint library. The graphs of the differentials
showed that the behavior of the functions changes
depending on the specific case, with no general pat-
tern across all cases. The graphs demonstrated

consistent trends of either growth or decay, similar
to what is observed in integer-order differentiation,
where different orders of differentiation lead to dif-
ferent behaviors.

The Caputo method was used on the functions
𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 and 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥, with approximation
methods applied. Unlike the previous cases, the
fractional differentials for these functions followed
a consistent pattern, with the graphs behaving
similarly but differing only in the intersection point
with the y-axis, depending on the order of differ-
entiation.

In the Riemann-Liouville approach, the study
used the RL() function from the differint library
to calculate the fractional derivatives of the func-
tion 𝑓(𝑥) = sin(𝑥) for orders 1/2, −1/2, and −3/2.
The graphs of the resulting fractional derivatives
showed that all the functions exhibited monotonic
growth. However, there was no clear pattern that
could be attributed to the order of differentiation
in the same way as integer-order derivatives.

In financial modeling, the Riemann-Liouville
fractional derivative has been used to describe sub-
diffusive processes, improving the Black-Scholes
model by accounting for market features that tra-
ditional models don’t capture, such as irregular
trading and delays. By adding subdiffusion with
a fractional Partial Integro-Differential Equation
(PIDE) using the Dzerbayshan–Caputo derivative,
the model better reflects how asset prices move
by considering memory effects and subdiffusive be-
havior.

The study finds that subdiffusive models are
more accurate and sensitive, especially in captur-
ing market behaviors like periods of price stabil-
ity. However, these models are computationally
heavy and not suitable for real-time use by most
investors. While fractional calculus is a powerful
tool for modeling complex systems like fluids and
fractals, it requires a lot of computing power and
time. While these models are useful for specific
tasks, they are not necessary for general financial
applications. Therefore, developing simpler ap-
proximation methods remains an important area
of research. This study shows that fractional cal-
culus can improve financial modeling.
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Зубрiцька Д. Є., Щестюк Н. Ю., Случинський Д. Ю.

ФРАКЦIЙНЕ ЧИСЛЕННЯ ТА ЙОГО ЗАСТОСУВАННЯ У
ФIНАНСОВIЙ МАТЕМАТИЦI

Фракцiйне числення розширює класичне числення, дозволяючи диференцiювання та iнтегру-
вання довiльного (нецiлого) порядку, що надає цiннi iнструменти для аналiзу складних систем.
У цiй частинi роботи ми демонструємо основнi методи фракцiйного числення, зокрема пiдходи
Ейлера, Рiмана-Лiувiлля та Капуто. Аналiзується поведiнка функцiй, таких як 𝑥𝑛, 𝑒𝜆𝑥 i sin(𝑥),
для фракцiйних порядкiв, що демонструє, як фракцiйне диференцiювання призводить до рiзних
закономiрностей зростання та згасання.

У другiй частинi дослiджується застосування фрактальних похiдних у фiнансовiй математицi.
Ми представляємо використання похiдної Рiмана-Лiувiлля для моделювання динамiки цiн акцiй на
нелiквiдних ринках, де вартiсть активу може залишатися незмiнною протягом деякого часу. Для
цього використовуються субдифузiйнi процеси та фрактальне iнтегро-диференцiальне рiвняння з
похiдною Рiмана-Лiувiлля.

Iдея субдифузiйних моделей полягає в тому, щоб замiнити календарний час 𝑡 у русi безризикової
облiгацiї та класичному геометричному броунiвському русi (GBM) деяким стохастичним процесом
𝐻𝑡, який є моментом досягнення певного рiвня. Його можна iнтерпретувати як перший момент,
коли процес 𝐺𝑡 досягає бар’єру 𝑡.

Далi ми зосереджуємося на оцiнюваннi цiни європейського опцiону у випадку, коли базовий
актив є нелiквiдним. Цiна опцiону визначається як розв’язок фрактального iнтегро-диференцiального
рiвняння Дюпiра, в якому похiдна за часом замiнюється похiдною Джербашяна-Капуто (D–K).
Похiдна D–K є узагальненням пiдходу Капуто. Форма похiдної D–K залежить вiд випадкового
процесу 𝐺𝑡, який називають субординатою. Ми розглядаємо стандартний обернений гаусiвський
процес iз параметрами (1,1) як субординату 𝐺𝑡 i формулюємо твердження про вигляд фракталь-
ного рiвняння Дюпiра для вибраної субординати.

http://encyclopediaofmath.org/index.php?title=Black-Scholes_formula&oldid=50024
http://encyclopediaofmath.org/index.php?title=Black-Scholes_formula&oldid=50024
https://www.investopedia.com/terms/b/blackscholes.asp
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Завдяки запропонованим пiдходам iнвестор отримує iнструменти, що дозволяють йому врахо-
вувати нелiквiднiсть фiнансових ринкiв.

Ключовi слова: фракцiйне числення, похiдна Рiмана-Лiувiлля, пiдхiд Ейлера, пiдхiд Рiмана-
Лiувiлля, пiдхiд Капуто, субдифузiя, рiвняння Дюпiра, модель Блека-Шоулза, частковi iнтегро-
диференцiальнi рiвняння, похiднi Джербашяна-Капуто, субордината.
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GAN-GENERATED STROKES EXTENSION FOR PAINT
TRANSFORMER

Neural painting produces a sequence of strokes for a given image and artistically recreates it using
neural networks. In this paper, we explore a novel Transformer-based framework named the Paint
Transformer to predict the parameters of a stroke set with a feed-forward neural network. The Paint
Transformer achieves better painting results than previous methods with more inexpensive training and
inference costs. The paper proposes a novel extension to the Paint Transformer that adds more complex
GAN-generated strokes to achieve a more artistically abstract painting style than the original method.
This research was originally published as a Master’s thesis [1].

Keywords: neural painting, transformer, GAN.

Introduction

Painting has been an excellent way for humans
to record what they perceive or even imagine the
universe around them and has long been known
to demand proficiency. Computer-aided art de-
sign essentially fills this gap and enables us to
make our creative pieces, particularly with the ap-
pearance of AI. However, most current generative
AI painting methods are still centered on teach-
ing computers how to "paint" at the pixel level to
achieve or mimic some painting style, for exam-
ple, purely GAN-based approaches [2] and style
transfer [3]. Humans create artworks through a
stroke-by-stroke process, using brushes from coarse
to fine. It is of great potential to make machines
imitate such a stroke-by-stroke process to develop
more genuine and human-like paintings. Thus, as
an emerging research topic, stroke-based neural
painting is analyzed to generate a series of strokes
to mimic how human painters create artistic works.
Generating stroke sequences for the painting pro-
cess is challenging even for skilled human painters,
especially when the targets have complicated com-
positions and rich textures. Some previous work
tackles this problem by a sequential process of gen-
erating strokes one by one, such as greedy search
step-by-step [4], recurrent neural networks [5], and
reinforcement learning [6]. Using an iterative op-
timization process, techniques [7] tackle this prob-
lem via stroke parameter searching.

Although these methods generate attractive
painting results, considerable room for advance-
ment in both efficiency and effectiveness still ex-
ists. Sequence-based methods such as RL are rela-
tively quick in inference but suffer from lengthy
training time and unstable agents. Meanwhile,
optimization-based approaches do not need train-
ing, but their optimization process is highly time-

consuming. Distinct from earlier techniques, in
this paper, we explore the painting process as a
set prediction task and a novel Transformer-based
framework, named Paint Transformer, proposed
by [8], to predict the parameters of a stroke set
with a feed-forward neural network. Paint Trans-
former achieves better painting results than previ-
ous methods with more inexpensive training and
inference costs.

Despite excellent Paint Transformer results,
there is room for further improvement. The paper
proposes a novel extension to Paint Transformer
that adds more complex GAN-generated strokes to
achieve a more artistically abstract painting style
than the original method.

Related work

Paint Transformer. Paint Transformer is
a progressive stroke prediction procedure. The
model predicts multiple strokes in parallel at each
step to minimize the difference between the current
canvas and our target image. Paint Transformer
has two modules: Stroke Renderer and Stroke Pre-
dictor. Provided a target picture, It, and an inter-
mediate canvas picture, Ic, Stroke Predictor yields
a set of parameters to choose the current stroke
set Sr. Then, Stroke Renderer renders the stroke
picture for each stroke in Sr and plots them onto
the canvas Ic, creating the resultant image Ir [8].
Or simply:

Ir = PaintTransformer(Ic, It) (1)

Only Stroke Predictor is trainable in Paint Trans-
former, while Stroke Renderer is a parameter-free
and differentiable module. Stroke Predictor has
a self-training pipeline that uses randomly sam-
pled strokes. During training, in each iteration, a

© M. Poliakov, N. Shvai, 2024
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list of foreground stroke parameters Sf and a list
of background stroke parameters Sb are randomly
sampled. Stroke Renderer then generates a can-
vas picture Ic by taking as input Sb and producing
a target picture It by overlaying Sf onto Ic. In
the end, Stroke Predictor taking Ic and It as input
can predict a stroke list Sr, after which Stroke Ren-
derer can produce a predicted image Ir taking Sr

and Ic as intake. Therefore, Stroke Predictor op-
timization is conducted on both stroke and pixel
levels and the training goal can be stated as:

L = Lstroke(Sr, Sf ) + Lpixel(Ir, It) (2)

where Lpixel and Lstroke are pixel loss and stroke
loss, respectively. Strokes are randomly sampled
so that unlimited data for training can be gener-
ated. Thus, Paint Transformer does not need any
prepared-in-advance training dataset.

In Paint Transformer, a stroke is a simple 1-
channel brush image, called primitive brush, which
can be transformed by shape parameters and color
parameters. The shape parameters of a stroke in-
clude height h, width w; a center point coordinates
x, y, and rotation angle θ. Color parameters con-
tain RGB values represented as r, g, and b. Thus,
a stroke s can be denoted as {x, y, h, w, θ, r, g, b}.
Let Iin and Iout be an input and output canvases,
and S = {si}ni=1 is a list of n strokes. Given a prim-
itive brush image Ib and a stroke si, Stroke Ren-
derer can change its color, and affine transforms its
shape and location in the canvas Cartesian coor-
dinate system, obtaining its rendered stroke image
Īib. Also, the renderer generates a 1-channel alpha
map αi with the same shape of Īib, as a binary mask
of si. Representing I0mid = Iin and Inmid = Iout, it
is possible to write the stroke rendering operation:

Iimid = αi · Īib +
(
1− αi

)
· Ii−1

mid (3)

and the whole Stroke Renderer process as:

Iout = StrokeRenderer(Iin, S) (4)

The purpose of a Stroke Predictor is to predict a
set of strokes that can cover the distinctions be-
tween an intermediate target and a canvas image.
Taking Ic, It with dimension 3 x m x m as input
(here, m is the stroke image’s width and height,
and 3 is the number of channels), Stroke Predictor
passes Ic and It through two independent convolu-
tion neural networks to extract their feature maps
as Fc, Ft with dimension c × m

4 × m
4 .

Afterward, Fc, Ft, and a learnable positional
encoding [9] are concatenated and flattened as the
intake of the Transformer encoder. The decoder
part takes N learnable stroke vectors as intake.

Ultimately, the decoder predicts initial stroke pa-
rameters S̄r = {si}Ni=1 and stroke confidence Cr =

= {ci}Ni=1 using two branches of fully-connected
layers.

Furthermore, in the forward phase, confidence
score ci can be transformed to a decision di =
= BinarySign(ci), where BinarySign is a binary
function whose value is 1 if ci is positive and is
0 otherwise. The decision di is used to decide
whether a predicted stroke should be painted on
the canvas image. Because the BinarySign func-
tion has zero gradient almost everywhere to enable
backpropagation sigmoid function σ(x) is used to
compute the gradient [8]:

∂di
∂ci

=
∂σ (ci)

∂ci
=

exp (−ci)

(1 + exp (−ci))
2 (5)

Collecting all inferred strokes with positive deci-
sions, it is possible to get the final Sr = {si}Ni=1

with N strokes and define Stroke Predictor as:

Sr = StrokePredictor(Ic, It) (6)

Paint Transformer can simultaneously mini-
mize the differences between target and prediction
on both image and stroke levels. Here is a list of
losses that are used to train Paint Transformer [8]:
Pixel loss is straightforwardly used to recreate a
target image. Thus, the pixel-wise loss Lpixel be-
tween Ir and It is minimized on the whole image
level:

Lpixel = ∥Ir − It∥1 (7)
Stroke loss is essential to define suitable metric for
estimating the difference between strokes on the
stroke level. To achieve the best results, three-
component losses are combined in the loss. Stroke
L∞ distance is intuitive (su and sv indicate pa-
rameters of strokes u and v, respectively):

Du,v
L1

= ∥su − sv∥1 (8)

Wasserstein distance is used because using the L1

metric alone ignores different scales for large and
little strokes. A rectangular rotational stroke with
parameters {x, y, h, w, θ} can be represented as a
2D Gaussian distribution N(µ,

∑
) by the next

equations as stated in [10]:
µ = (x, y),

Σ
1
2 =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [ w
2

0

0 h
2

] [
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]

=

[
w
2
cos2 θ + h

2
sin2 θ w−h

2
cos θ sin θ

w−h
2

cos θ sin θ w
2
sin2 θ + h

2
cos2 θ

]
(9)

Hence, the Wasserstein distance between Gaussian
distributions N(µu,

∑
u) and N(µv,

∑
v) is (where

Tr denotes the trace of a matrix):

Du,v
W = ∥µu − µv∥2

2+Tr

(
Σu + Σv − 2

(
Σ

1
2
u ΣvΣ

1
2
u

) 1
2

)
(10)
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Binary cross-entropy is used to predict a stroke’s
confidence with the positive (negative) ground-
truth decision should be as high (low) as possible.
Let’s assume sv as a target stroke with ground-
truth label gv and su as a predicted stroke with
confidence cu and, where gv = 0 if sv is an empty
stroke and gv = 1 if sv is a valid stroke:

Du,v
bce = −gv · log σ (cu)−(1− gv) · log (1− σ (cu)) (11)

The number of valid ground-truth strokes varies
during training. Paint Transformer has a match-
ing instrument between the prediction set S̄r of
N strokes and the ground-truth set Sg of a max-
imum N strokes (there could be both empty and
valid strokes in Sg) to compute the loss function.
Paint Transformer uses the permutation of strokes
that yields the minimal stroke-level matching cost
to calculate final loss using the Hungarian algo-
rithm. For prediction set S̄r that has a stroke su
and for the target set Sg that has a stroke sv, their
cost value is (corresponding cost for empty target
strokes is always 0):

Mu,v = gv(Du,v
L1

+Du,v
W +Du,v

bce ) (12)

Thus, marking the optimal permutations for pre-
dicted and target strokes as X and Y , respectively,
that are provided by the Hungarian algorithm, re-
spectively, the stroke loss is given by:

Lstroke =
1

n

n∑
i=1

gYi
(DXiYi

L1
+DXiYi

W +DXiYi

bce ) (13)

Paint Transformer imitates a coarse-to-fine algo-
rithm to mimic an artist and yield painting results
during prediction. Provided a photo of dimension
H×W , Paint Transformer runs from coarse to fine
in order on K rankings. Painting on each ranking
is conditional on the result of the prior ranking.
The target image and current canvas are cut into
the number of non-overlapping P × P patches be-
fore being processed by the Stroke Predictor.

Neural Painters. The paper by Reiichiro
Nakano investigates different experiments with
neural painters built on differentiable simulations
of a non-differentiable painting program. Firstly,
two methods of training a neural painter using
VAEs and GANs, respectively, are presented. Sec-
ondly, the paper recreates SPIRAL reconstruction
results [11] using a non-RL learning adversarial
technique with a neural painter. Thirdly, the use
of a neural painter as a differentiable image pa-
rameterization is suggested. By optimizing strokes
directly using backpropagation, a method is sug-
gested to visualize pre-trained image classifiers by
letting them to paint classes they were trained

to determine [12]. For the purposes of this pa-
per, we are specifically interested in the GAN-
reconstruction of a non-differentiable painting pro-
gram brushstrokes.

The action space represents the set of param-
eters that are used as control inputs for the My-
Paint. The action space maps a single action to
a single stroke in the MyPaint. An agent paints
by sequentially yielding actions and spreading full
strokes on a canvas. The action space consists of
the next parameters [12]:

• Brush coordinates are a set of three Carte-
sian coordinates pairs representing the stroke
shape. The coordinates describe a start
point, end point, and middle control point,
forming a quadratic Bezier curve. We denote
them as {xs, ys, xe, ye, xc, yc} respectively.

• Start and end pressure describe the pressure
used on the brush at the start and end of the
stroke. We denote them as {ps, pe} respec-
tively.

• Brush size that specifies the brush radius and
denoted as s.

• Color consists of three variables that repre-
sent the RGB color of the brush and specified
as {r, g, b}.

To recreate a MyPaint brushstroke using a neu-
ral network [12] proposes VAE and GAN methods.
We focus here on the GAN [13] method because it
produces sharper images than VAE and thus more
accurate strokes. An adversarial loss is used to
directly learn a mapping from actions to strokes.
Unlike a typical GAN, the noise is not injected into
the intake of the generator. Instead, the genera-
tor takes the input action and maps it directly to
a stroke. The discriminator is provided with real
and generated action-stroke pairs and tries to de-
cide whether the pair is real. This is comparable
to a conditional GAN [14]. Pairs of true strokes
on the left and the complementary GAN neural
painter results on the right.

Methodology

GAN-generated strokes training. In this
paper, we propose combining GAN-stroke render-
ing system referenced above with Paint Trans-
former to introduce more complex strokes. Cur-
rent Paint Transformer Stroke Renderer has only
eight parameters, while GAN-stroke rendering has
12 with potential to increase up to 50 parameters
that MyPaint supports. First of all, we needed to
set up the MyPaint program to generate strokes
for the training, so we prepared a setup script for
macOS [15]. The training of the GAN network was
done locally on an Intel CPU based Mac laptop.
Since MyPaint generated the strokes using CPU,

https://github.com/mxpoliakov/PaintTransformerGAN/blob/main/gan_stroke_generator/build_mypaint_macos.sh
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there is a bottleneck for training performance even
if GPU is available. The training code is based
on the implementation of Neural Painters by [12].
The modification is that we directly feed generated
MyPaint strokes into the discriminator in real-time
from a data loader. At the same time, [12] pre-
generated stroke images first and trained the net-
work afterward. We also simplified the MyPaint
API calling code and wrapped it in a data loader
[15] for convenience. The following stroke param-
eters are used: {xs, ys, xe, ye, xc, yc, s, ps, pe}. We
do not use color parameters to train strokes com-
pared to the original implementation because we
can colorize the strokes later in the Paint Trans-
former. We trained GAN strokes for about 11.7
million iterations, and it took about 36 hours to
do so due to the CPU bottleneck.

Figure 1. A GAN result sample on 11.7 million
iterations

The sample of the result on the final iteration
is provided in Figure 1. On the left (img_in) is
the image painted by MyPaint and on the right
(img_out) is the GAN-generated image on the
same set of action parameters. The discriminator
loss, generator score, and real score are provided
in Figures 2, 3, and 4, respectively. The x-axis
depicts iterations, and the y-axis is the numeric
score.

Figure 2. GAN-generated strokes discriminator loss

Figure 3. GAN-generated strokes generator score

Figure 4. GAN-generated strokes real score

GAN Stroke Renderer. Once the GAN
stroke predictor is trained, we can quickly predict
the MyPaint stroke shape using nine parameters
on the GPU with comparable quality to MyPaint.
We can now utilize the GAN-generated strokes
we trained, as a basis for a new stroke renderer
for Paint Transformer that would yield more ad-
vanced strokes than the original. We denote the
new stroke renderer as a GAN Stroke Renderer.
The set of parameters is now {xs, ys, xe, ye, xc,
yc, s, ps, pe, r, g, b}. As a first step, we infer set
stroke shapes from {xs, ys, xe, ye, xc, yc, s, ps, pe}
using GAN-generated strokes pre-trained weights
(step 1 denoted in Figure 5). Note that we do
not train GAN-generated strokes anymore and use
them as a predictor. The GAN output does not
have clear zero pixels and has numbers close to
zero instead. Therefore, we cannot create a binary
mask immediately and must utilize a denoising so-
lution. Considering Equation 3 for original Stroke
Renderer, we form an alpha map via αi = Īib >
> Q0.8(Ī

i
b), where Q0.8 is 80th-percentile. By also

forming a color map ci from {r, g, b} we can rewrite
Equation 3 as (steps 2, 3 denoted in Figure 5):

Iimid = αi · Īib · ci +
(
1− αi

)
· Ii−1

mid (14)

Stroke Predictor modification. We would
need to modify the Stroke Predictor so that
it could work with the new GAN Stroke Ren-
derer. We change the architecture of the Trans-
former to accept 12 parameters instead of 8
original. The main challenge is to modify the
loss function so that it would take new pa-
rameters. Specifically, the Wasserstein distance
needs a modification (Equation 9). Initially,

https://github.com/mxpoliakov/PaintTransformerGAN/blob/main/gan_stroke_generator/mypaint_gan_train_predict.py
https://github.com/mxpoliakov/PaintTransformerGAN/blob/main/gan_stroke_generator/mypaint_images_data_loader.py
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Figure 5. GAN Stroke Renderer

it accepts {x, y, h, w, θ} , and we need to take
{xs, ys, xe, ye, xc, yc, s, ps, pe}. Instead of modi-
fying this loss function directly, we decided in-
stead to translate {xs, ys, xe, ye, xc, yc, s, ps, pe}
into {x, y, h, w, θ} by creating a rotating bounding
box around the stroke.

We know that the stroke is a quadratic Bezier
curve represented by, where P0 = Ps = (xs, ys),
P1 = Pc = (xc, yc), P2 = Pe = (xe, ye) and t ∈
∈ [0, 1]:

B(t) =

2∑
i=0

B2
i (t) · Pi =

2∑
i=0

ti(1− t)2−i · Pi

= (1− t)2 · P0 + 2t(1− t) · P1 + t2 · P2

= (1− t)2 · Ps + 2t(1− t) · Pc + t2 · Pe

(15)

(a) Non-
rotating
bounding
box

(b) Curve
alignment

(c) Rotating
bounding
box

Figure 6. Bezier curve [16]

Firstly, we can find a non-rotating bounding
box by finding extremities of the Bezier curve by
finding maxima and minima on the component
functions, solving the equation B′(t) = 0 [16]:

B′(t) = 2(1− t)(Pc−Ps)+2t(Pe−Pc) = 0 =⇒

t =
Ps − Pc

−2 · Pc + Ps + Pe
(16)

Now when we know t, we could find the solution
and compare it with Ps and Pe. The lowest value
is the lower point Pmin = min(B(t), Ps, Pe), and

the highest is the upper point for the bounding box
Pmax = max(B(t), Ps, Pe) (Figure 5a). To get a
rotated bounding box, we need to make Ps = (0, 0)
and align the curve on the x-axis via (Figure 5b):

α = arctan
ye
xe

=⇒ R =

[
cos(−α) − sin(−α)
sin(−α) cos(−α)

]
Ṗs = Ps − Ps = (0, 0)

Ṗc = (Pc − Ps) ·R
Ṗe = (Pe − Ps) ·R

(17)

Afterward, we calculate a non-rotating bounding
box for Ṗs, Ṗc, Ṗe via Equations 15, 16 and make
a reverse transformation [16]:

Ṗmin = min(Ḃ(t), Ṗs, Ṗe) = (ẋmin, ẏmin)

Ṗmax = max(Ḃ(t), Ṗs, Ṗe) = (ẋmax, ẏmax)

(xmax, ymax) = (ẋmax, ẏmax) ·R−1 + Ps

(xmin, ymin) = (ẋmin, ẏmin) ·R−1 + Ps

(x′
max, y

′
max) = (ẋmax, ẏmin) ·R−1 + Ps

(x′
min, y

′
min) = (ẋmin, ẏmax) ·R−1 + Ps

(18)

Thus, a rotating bounding box can be represented
by four points
(xmin, ymin), (xmax, ymax), (x

′
min, y

′
min), (x

′
max, y

′
max)

as depicted in Figure 5c. We also need to account
for start and end pressure and size; we found em-
pirically that we can modify {xs, ys, xe, ye, xc, yc}
with {s, ps, pe} before calculating the bounding
box, which yields better results (clamp is used to
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restrict a value between 0 and 1):

xs = clamp(xs + 0.15 · ps, 0, 1);
ys = clamp(ys + 0.15 · ps, 0, 1)
xe = clamp(xe + 0.15 · pe, 0, 1);
ye = clamp(ys + 0.15 · pe, 0, 1)
xc = clamp(xc − 0.15 · s, 0, 1);
yc = clamp(yc − 0.15 · s, 0, 1)

(19)

Finally, we need to convert four coordinate points
into {x, y, h, w, θ}:

x =
xmax + xmin

2
; y =

y′max + ymin

2

w =
√

(y′max − ymax)2 + (x′
min − xmax)2

h =
√

(ymax − y′min)
2 + (xmax − x′

max)
2

θ = arctan
y′max − ymax

x′
max − xmax

(20)

The code implementation can be found in
get_rotated_bounding_box [15] method, and
the resulting bounding boxes on GAN-generated
strokes are shown in Figure 7.

Figure 7. Rotated bounding box on GAN-generated
strokes

Experiments

Training. Once the Stroke Predictor is op-
timized for the new set of parameters, we can
train Paint Transformer with a GAN Stroke Ren-
derer system. We trained Paint Transformer for
180 epochs, and the training process took about 6
hours on NVIDIA RTX 5000. In comparison, the
original Paint Transformer takes about 5-5.5 hours
to train 180 epochs on the same GPU. This means
that the training time for our GAN extension did
not increase significantly. In Figures 8 and 9, we
can notice the training charts for pixel and stroke
L1 distance losses. Wasserstein distance loss and a
binary cross-entropy decision loss are depicted in
Figures 10 and 11, respectively. The x-axis depicts
iterations, and the y-axis shows the numeric score.
Canvas-target-predict triads Sb, Sf , and Sr, are
shown in Figure 12 during the training. We also
changed the monitoring framework from Visdom
to the commonly used Tensorboard.

Figure 8. Paint Transformer pixel loss

Figure 9. Paint Transformer stroke L1 distance loss

Figure 10. Paint Transformer Wasserstein distance
loss

Figure 11. Paint Transformer binary cross-entropy
decision loss

Results. We modified the inference module
so it could work with GAN Stroke Renderer and
obtained the results depicted in Figure 13c. We
take Figure 13a as an input, and we also show the
original Paint Transformer results in Figure 13b.
For comparison, we choose the images in differ-
ent settings: sunflower and frog are macro images,
while the fjord and the city are landscape images.
Overall, we can notice that our Paint Transformer
extension paints the resulting pictures in a more
granular fashion (using the same value of K as the
original). This creates a more abstract painting
style, especially in the fjord, city, and sunflower
cases. We can also notice that the Paint Trans-
former extension does not paint larger strokes for
uniform patches. We can also notice that the
Paint Transformer extension does not paint larger

https://github.com/mxpoliakov/PaintTransformerGAN/blob/main/train/models/painter_model.py#L159
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Sb

Sf

Sr

Figure 12. Canvas-target-predict triads in training

strokes for the uniform patches. We need to further
modify Wasserstein distance loss and the binary
cross-entropy decision loss to improve the results.

Conclusions

We proposed a GAN strokes extension to the
Paint Transformer aimed at introducing more com-
plex strokes. We refined the Stroke Rendering sys-
tem, which generates strokes using a pre-trained
GAN and has 12 parameters compared to the orig-
inal 8. We partly modified the loss function to

accept a new parameter list. The results have
a different painting style and are more abstract;
however, the extension paints strokes of similar
size. This indicates that we need to make further
effort in modifying Wasserstein distance loss and
the binary cross-entropy decision loss to improve
the results, which we plan to address in our fu-
ture work. In addition, converting the network
architecture to use 4-channel images might further
enhance the results by removing artifacts on the
generated strokes.
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(a) Input image (b) Original output (c) GAN-extension output

Figure 13. Comparison of the input image, original output and GAN-extension output.
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Поляков М. Х., Швай Н. О.

РОЗШИРЕННЯ МОЖЛИВОСТЕЙ PAINT
TRANSFORMER З ГЕНЕРУВАННЯМ МАЗКIВ ПЕНЗЛЯ

ЗА ДОПОМОГОЮ GAN

Нейронне малювання створює послiдовнiсть мазкiв для заданого зображення i художньо вiдтво-
рює його за допомогою нейронних мереж. У цiй статтi ми дослiджуємо нову архiтектуру, основану
на Transformer, пiд назвою Paint Transformer, яка прогнозує параметри набору мазкiв за допомо-
гою прямопрохiдної нейронної мережi. Paint Transformer забезпечує кращi результати малювання
порiвняно з попереднiми методами, маючи нижчi витрати на навчання та використання. У статтi
також пропонується нове розширення Paint Transformer, яке додає бiльш складнi мазки, згенеро-
ванi GAN, для досягнення бiльш художнього та абстрактного стилю малювання, нiж оригiнальний
метод.

Ключовi слова: нейронне малювання, трансформер, GAN.
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ROBUST BAYESIAN REGRESSION MODEL IN
BERNSTEIN FORM

In this paper, we present an inductive method for constructing robust Bayesian Polynomial Regression
(BPR) models in Bernstein form, referred to as PRIAM (Polynomial Regression Inductive AlgorithM).
PRIAM is an algorithm designed to determine stochastic dependence between variables. The triple nature
of PRIAM combines the advantages of Bayesian inference, the interpretability of neurofuzzy models in
Bernstein form, and the robustness of the support vector approach. This combination facilitates the
integration of state-of-the-art machine learning techniques in decision support systems. We conduct
experiments using well-known datasets and real-world economic, ecological, and meteorological models.
Furthermore, we compare the forecast errors of PRIAM against several competitive algorithms.

Keywords: PRIAM, Bayesian inference, BPR, neurofuzzy model, polynomials in Bernstein form.

Introduction

Data mining competitions are an effective tool
for evaluating the performance of specific meth-
ods among the growing variety of approaches.
Recent contests, such as those hosted on Kag-
gle (https://www.kaggle.com/competitions) and
the Data Mining Cup (http://www.data-mining-
cup.com) have demonstrated the advantages of
Bayesian and support vector (SV) methods. How-
ever, despite their high performance, these meth-
ods often face challenges in seamless integration
into decision support systems. In contrast, neuro-
fuzzy modeling offers an appealing framework for
knowledge representation. This work seeks to com-
bine the strengths of Bayesian reasoning, the ro-
bustness of the SV approach, and the interpretabil-
ity of neurofuzzy modeling.

Brief historical outlook. Bayesianism began
with Savage’s personalistic school of thought and
gained strength through the objective selection
of prior probabilities based on the maximum en-
tropy principle [1]. Since then, Bayesianism has in-
spired a series of significant contributions. For in-
stance, Bayesian Occam’s razor was demonstrated
by Gull [2] as a method to estimate the parameters
of prior probabilities in regression analysis. This
concept was later applied by MacKay for the reg-
ularization of artificial neural networks in the so-
called Bayesian evidence framework [3]. Addition-
ally, the theory of Gaussian Processes (GP) incor-
porates evidence, also referred to as marginal like-
lihood, as a fundamental component of Bayesian
inference [4].

Brown and Harris [5] established a correspon-
dence between associative memory networks and
fuzzy logic in neurofuzzy adaptive models. These
models combine the transparent knowledge repre-

sentation of fuzzy systems with the analytical abil-
ity to learn from observations. The ability to de-
scribe the behavior of neurofuzzy models as a series
of human-readable linguistic rules makes them par-
ticularly well-suited for expert systems. However,
conventional neurofuzzy models often suffer from
the curse of dimensionality. To address this, Hong
and Harris [6] proposed a polynomial complexity
neurofuzzy approach.

Another efficient approach to process analysis
is the Statistical Learning Theory (SLT) developed
by Vapnik [7]. SLT is founded on the structural
risk minimization principle, which is implemented
in support vector machines (SVM) for classifica-
tion problems [8]. SVM has since been extended
to regression problems, leading to the development
of support vector regression (SVR)[?], and further
refined into Bayesian SVR[10]. In this work, we
leverage the support vector (SV) approach to en-
hance the robustness of our models.

General problem statement. Suppose we
observe the data:

𝒟 = {(𝑦𝑗 ,x𝑗)}𝑁𝑗=1, 𝑦 ∈ R, x ∈ 𝒳 = R𝑛.

We hypothesize the existence of a stochastic de-
pendence that maps each x to some value 𝑦 ob-
tained from a random trial governed by the law
𝑝(𝑦|x). To determine this stochastic dependence,
we aim to identify the probability density func-
tion 𝑝(𝑦|x). However, this inverse problem is in-
herently ill-posed. Using the finite training set 𝒟,
we can only estimate posterior predictive distri-
bution 𝑝(𝑦|x,𝒟). This estimation depends on the
confidence in the observed data and the regular-
ization methods applied to make the problem well-
posed. In this paper, we focus on finding the mean
of the posterior predictive distribution along with
its variance.

© O. Mytnyk, 2024
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The paper is organized as follows. We be-
gin with an overview of the Bayesian framework.
Next, we explore neurofuzzy models in Bernstein
form and introduce a procedure for searching sub-
optimal models. Robustness is incorporated into
the model afterward. As a result, we propose
PRIAM – an inductive algorithm for construct-
ing robust BPR models in Bernstein form, capa-
ble of encoding prior knowledge and generalizing
effectively. Finally, we conduct experiments with
PRIAM on both synthetic and real-world datasets,
comparing its performance to that of other com-
petitive algorithms.

Bayesian Framework

Let the systematic component of the stochastic
dependence be described by a latent function 𝑓 of a
modelℳ from the model space ℋ. This raises the
following questions: how should the model space
ℋ be chosen, how should the model ℳ ∈ ℋ be
selected, and how can the function 𝑓 ∈ ℳ be de-
termined. Bayesian reasoning provides answers to
the last two questions.

Selection of a model ℳ. According to the
Bayesian approach, the model with the maximum
posterior probability 𝑃 (ℳ|𝒟) is selected. Assum-
ing a flat prior distribution of models over the
space ℋ (i.e. complete ignorance), the models are
ranked by their marginal likelihood 𝑝(𝒟|ℳ), also
known as evidence. Evidence reflects the ability of
the modelℳ to generate the data 𝒟 and is defined
as the following Lebesgue integral:

𝑝(𝒟|ℳ) =

∫︁
ℳ

𝑝(𝒟|𝑓,ℳ)𝑑𝜇(𝑓), (1)

where 𝜇(𝑓) represents the prior probability mea-
sure on the function space ℳ. The likelihood
𝑝(𝒟|𝑓,ℳ) reflects the ability of the function 𝑓 ∈
∈ ℳ to generate the data 𝒟. Assume that the
random component of the stochastic dependence is
represented by additive noise, so that 𝑦𝑗 = 𝑓(x𝑗)+
+𝛿𝑗 , where 𝛿𝑗 are independent and identically dis-
tributed random variables. Under this assumption,
the likelihood takes the following form:

𝑝(𝒟|𝑓,ℳ) =

𝑁∏︁
𝑗

𝑝(𝛿𝑗 |𝑓,ℳ),

where 𝑝(𝛿|𝑓,ℳ) is a noise model. Both the noise
model and the prior measure 𝜇(𝑓) will be selected
later.

The evidence (1) can be approximated using
various techniques, including expectation propaga-
tion (EP), Laplace’s method, Markov chain Monte
Carlo (MCMC). An overview and comparison of
these methods are provided by Kuss [11].

Selection of a function 𝑓 . The posterior
probability measure can be derived using Bayes’
rule:

𝑑𝜇(𝑓 |𝒟) = 𝑝(𝒟|𝑓,ℳ)𝑑𝜇(𝑓)

𝑝(𝒟|ℳ)
.

Our goal is to determine the posterior predictive
distribution, which represents the posterior beliefs
about the output value 𝑦. This distribution is
obtained by integrating over the posterior uncer-
tainty of the function:

𝑝(𝑦|x,𝒟,ℳ) =

∫︁
ℳ

𝑝(𝑦|x, 𝑓,ℳ)𝑑𝜇(𝑓 |𝒟).

According to Bayesian decision theory, to obtain a
single function estimate 𝑔 ∈ℳ for regression 𝑦(x),
we minimize the Bayesian risk, defined as the ex-
pectation of a loss functional 𝐿:

𝑅(𝑔) = E𝑓 [𝐿(𝑓, 𝑔)] =

∫︁
ℳ

𝐿(𝑓, 𝑔)𝑑𝜇(𝑓 |𝒟).

The loss functional 𝐿 reflects the researcher’s
subjective attitude toward risk. Typically, the
choice of 𝐿 is a point of debate among researchers.
We will establish our choice of 𝐿 later.

In the next section, we address the question of
how to select the model space and organize the
model search process.

Polynomial Regression in Bernstein Form

Hong and Harris [6] introduced neurofuzzy
models based on the following truncated ANOVA
decomposition for input variable x =

{︀
𝑥𝑖
}︀𝑛

𝑖=1
:

𝑓(x) = 𝑏+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐵𝑑
𝑘(𝑥

𝑘) +

𝑛∑︁
𝑞>𝑝

𝐵𝑑
𝑝𝑞 (𝑥

𝑝, 𝑥𝑞) . (2)

𝐵𝑑
𝑘 , 𝐵𝑑

𝑝𝑞 are univariate and bivariate polynomials
in Bernstein form, defined as linear combinations
of Bernstein basis polynomials of degree 𝑑:

𝐵𝑑
𝑘(𝑥

𝑘) =
∑︀𝑑

𝑗=0 𝑤
𝑘
𝑗 𝜑

𝑑
𝑗

[︀
𝑠(𝑥𝑘)

]︀
,

𝐵𝑑
𝑝𝑞(𝑥

𝑝, 𝑥𝑞) =
∑︀

𝑖+𝑟+𝑡=𝑑 𝑤
𝑝𝑞
𝑖𝑟𝑡𝜑

𝑑
𝑖𝑟𝑡 [u(𝑥

𝑝, 𝑥𝑞)] .

We refer to models (2) as neurofuzzy models in
Bernstein form. The Bernstein basis polynomials
are defined as:

𝜑𝑑
𝑗 (𝑠) =

(︂
𝑑

𝑗

)︂
· 𝑠𝑗(1− 𝑠)𝑑−𝑗 ,

𝜑𝑑
𝑖𝑟𝑡(u) =

(︂
𝑑

𝑖, 𝑟, 𝑡

)︂
𝑢𝑖𝑣𝑟(1− 𝑢− 𝑣)𝑡.

To determine the barycentric coordinates 𝑠 and
u = {𝑢, 𝑣} we follow the approach proposed in [12],
which introduces a fast inverse de Casteljau map-
ping based on a uniform knot layout.
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After training such neurofuzzy models, depen-
dencies can be interpreted using fuzzy logic and
generate a set of fuzzy rules [5]. It is well-known
that Bernstein basis polynomials are non-negative
and satisfy the unity of support property:

∑︀
𝑗 𝜑𝑗 =

= 1. Therefore, Bernstein basis polynomials are
valid fuzzy membership functions. The advan-
tages of this approach include: transparency of the
model structure, interpretation of dependencies in
terms of fuzzy logic, and polynomial complexity of
the resulting set of fuzzy rules.

Selection of a model space ℋ. Let us lever-
age the advantages of neurofuzzy modeling. To
achieve this, we define the configuration of the
model space as an upper triangular [𝑛× 𝑛] matrix
C. Each diagonal element 𝑐𝑘 represents the de-
gree of a univariate polynomial in Bernstein form
for the factor 𝑥𝑘. Each element above the diagonal,
𝑐𝑞>𝑝, represents the degree of a bivariate polyno-
mial in Bernstein form for the pair 𝑥𝑝 and 𝑥𝑞. The
corresponding model space is expressed as:

ℳ(w, 𝑏,x) = ℋ(C,w, 𝑏,x) =

= 𝑏+

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐵𝑐𝑘
𝑘 (𝑥𝑘) +

𝑛∑︁
𝑞>𝑝

𝐵𝑐𝑝𝑞
𝑝𝑞 (𝑥𝑝, 𝑥𝑞) , (3)

where parameters w = {. . . , 𝑤𝑘
𝑗 , . . . , 𝑤

𝑝𝑞
𝑖𝑟𝑡, . . .}.

The models in the form (3) generalize those in the
form (2). Furthermore, the models (3) can also be
considered linear in parameters w within a high-
dimensional Euclidian space𝒲 with the canonical
scalar product ⟨·, ·⟩ and norm ‖ · ‖:

𝑓(x) =ℳ(w, 𝑏,x) = ⟨w,Φ(x)⟩+ 𝑏,

where Φ(C) : 𝒳 → 𝒲 represents the mapping:

Φ : x ↦→ {. . . , 𝜑𝑐𝑘
𝑗

(︀
𝑥𝑘

)︀
, . . . , 𝜑

𝑐𝑝𝑞
𝑖𝑟𝑡 (𝑥

𝑝, 𝑥𝑞) , . . .}.

Model search in neurofuzzy model space.
Algorithm 1 demonstrates how an initial model
guess can be refined using evidence-based calcu-
lations.

Algorithm 1 Model search
Input: observations 𝒟, convergence level 𝜈 > 0,
initial model ℳ(0) = ℋ

(︀
C(0)

)︀
Result: suboptimal model ℳopt
Iterator 𝑡←−0
repeat
ℳopt ←−ℳ(𝑡)

Generate a set of candidate models:{︁
ℳ(𝑡+1)

𝑖𝑗 = ℋ
(︁
C

(𝑡+1)
𝑖𝑗

)︁}︁
𝑖𝑗
, where

C
(𝑡+1)
𝑖𝑗 = C(𝑡) ± 1𝑖𝑗 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛.

Choose the model with the maximum evi-
dence:
ℳ(𝑡+1) = arg

[︁
𝑝(𝑡+1) = max 𝑝

(︁
𝒟|ℳ(𝑡+1)

𝑖𝑗

)︁]︁
𝑡←− 𝑡+ 1

until 𝑝(𝑡) < 𝑝(𝑡−1) + 𝜈

First, we define the space ℋ of models ℳ in
the form (3). Based on prior assumptions about
the model structure, the initial configuration C(0)

is constructed. At each step, a set of candidate
models is generated, each differing in the degree of
one polynomial in Bernstein form. For each candi-
date model, the evidence is calculated. The model
with the maximum evidence is selected. The new
model is accepted if its evidence exceeds that of
the previous model by a threshold 𝜈. This thresh-
old determines the linear convergence speed and
reflects the degree of confidence in the prior model
structure.

Robust BPR in Bernstein Form

To leverage the robustness of Support Vector
Regression (SVR), we define the noise model as:

𝑝(𝛿𝑗 |𝑓,ℳ) =
𝛽

2(1 + 𝜖𝛽)
exp(−𝛽|𝛿𝑗 |𝜖), (4)

where | · |𝜖 is the 𝜖-insensitive loss function (𝜖-ILF),
which provides sparseness and robustness to the
BPR models. The parameters 𝜖 and 𝛽 are referred
to as hyperparameters. In this work we assume
flat priors for these hyperparameters.

Let the prior probability measure 𝜇(𝑓) have a
density 𝑝(w|ℳ) with respect to the Lebesgue mea-
sure on the parameter space 𝒲:

𝑑𝜇(𝑓) = 𝑝(w|ℳ)𝑑w.

Let this density be a multivariate Gaussian with 0
mean and identity covariance matrix I:

𝑝(w|ℳ) = 𝒩 (0, I).

We define the loss functional 𝐿 as 𝐿(𝑓, 𝑔) =
= {0 if 𝑓 = 𝑔; 1 if 𝑓 ̸= 𝑔}. In this case, the
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Bayesian risk is minimized at the mode of the pos-
terior function distribution, yielding the so-called
Maximum a Posteriori (MAP) estimate. The MAP
estimate for BPR with the noise model (4) corre-
sponds to the canonical SVR problem:

𝑅(𝑓) = 𝛽

𝑁∑︁
𝑗=1

|𝛿𝑗 |𝜖 +
1

2
‖w‖2 −→ min

𝑓
, (5)

with solution in the form:

𝑓map(x) =
∑︀

𝑗(𝛼𝑗 − 𝛼*
𝑗 )⟨Φ(x𝑗),Φ(x)⟩+ 𝑏map,

wmap =
∑︀

𝑗(𝛼𝑗 − 𝛼*
𝑗 )Φ(x𝑗), 𝛼𝑗 , 𝛼

*
𝑗 ∈ (0, 𝛽),

𝑏map = mean𝑗

{︂
𝑦𝑗 − ⟨w,Φ(x𝑗)⟩ − 𝜖
𝑦𝑗 − ⟨w,Φ(x𝑗)⟩+ 𝜖

}︂
,

where 𝛼𝑗 , 𝛼*
𝑗 are the Lagrange multipliers of the

corresponding quadratic programming (QP) prob-
lem.

The algorithm 1, under the assumptions de-
scribed above, is referred to as PRIAM. In the
following subsections, we demonstrate how to esti-
mate the evidence and error bars in PRIAM.

Evidence Estimation

For fast evidence estimation, we adopt the ap-
proach described in [13], where a locally smoothed
loss function is used to approximate 𝜖-ILF. This
approach yields the following approximation, re-
ferred to as Bayesian Evidence Criterion (BEC),
for negative logarithm of the Bayesian evidence:

− ln 𝑝(𝒟|ℳ) ≈ BEC(ℳ, 𝜖, 𝛽) =

= 𝑅(wmap)−𝑁 ln
𝛽

2(1 + 𝜖𝛽)
. (6)

Although the BEC approximation is not entirely
accurate, it preserves sparseness and is recognized
as the fastest method for model comparison.

While evidence should be maximized, BEC
should be minimized. Additionally, since BEC de-
pends on the hyperparameters 𝜖 and 𝛽, it can also
be minimized with respect to these hyperparame-
ters:

BEC(ℳ) = min
𝜖,𝛽

BEC(ℳ, 𝜖, 𝛽). (7)

This is a nonlinear minimization problem. The
gradient of BEC is expressed as:

∇BEC
𝜖,𝛽 =

[︂
𝑁𝛽

1 + 𝜖𝛽
− 𝛽𝑁sv, 𝑁𝑅emp −

𝑁

𝛽(1 + 𝜖𝛽)

]︂
where 𝑁sv is the number of support vectors, and
the empiric risk is defined as 𝑅emp =

∑︀𝑁
𝑗=1 |𝛿𝑗 |𝜖.

To minimize (7) with respect to the hyperparam-
eters, we employ the Interior Reflective Newton
(IRN) method. IRN is known for its global and
quadratic convergence properties [14].

Estimation of error bars. The variance of
the noise model (4) can be easily computed as:

𝜎2
𝑁 =

2

𝛽2
+

𝜖2(𝜖𝛽 + 3)

3(𝜖𝛽 + 1)
.

It is well-known that, for Gaussian noise, the
posterior predictive distribution is also Gaussian
𝑝(𝑦*|x*,𝒟) = 𝒩 (𝑦*|𝑓mean(x*), 𝜎

2), with variance

𝜎2 = 𝑘** − k⊤
* (K+ 𝜎2

𝑁I)−1k* + 𝜎2
𝑁 , (8)

where matrix K ∼ 𝑘(x𝑖,x𝑗) = ⟨Φ(x𝑖),Φ(x𝑗)⟩,
k* = [𝑘(x1,x*), . . . , 𝑘(x𝑁 ,x*)]

⊤ and 𝑘** =
= 𝑘(x*,x*). Although our noise model differs
from the normal distribution, it can be shown that
the distribution (4) is sufficiently close to a nor-
mal distribution with the same variance to justify
using (8) as an acceptable approximation for the
posterior variance. Furthermore, as demonstrated
by Gao [15], the computation of k* and K can be
reduced to the marginal support vectors X𝑀 =
= {x𝑖 : |𝑦𝑖 − 𝑓(x𝑖)| = 𝜖}. Finally, we use ±2𝜎 to
represent the 95% confidence interval.

Pros and cons of the SVR with BEC ap-
proach. Advantages:

1. SV expansion is independent of the input
space dimension, mitigating the curse of di-
mensionality in reconstruction problems.

2. A unique solution is obtained after training,
as it is derived from solving a QP problem.

3. The SVR model exhibits robustness and
sparseness.

4. The BEC provides an exceptionally fast
model search method.

Disadvantages:
1. The BEC computation lacks precision, ne-

cessitating the selection of models with sig-
nificantly smaller BEC values during model
comparison.

2. Relying on the mode of the posterior function
distribution for a given model (MAP estima-
tion) deviates from pure Bayesian inference
principles.

Experiments

For the experiments, we selected the Longley
and Filip datasets from the Statistical Reference
Datasets project [16]. Additionally, we included
the well-known synthetic Friedman dataset. The
AutoMPG dataset, which represents city cycle
fuel consumption, was obtained from the UCI Ma-
chine Learning Repository [17]. The CPI and
RCON datasets correspond to economic models
of the Consumer Price Index and Real Consump-
tion, respectively, as studied in [18]. The WIW
dataset represents a meteorological wind-induced
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wave model, while IBSS corresponds to an ecolog-
ical model of macrozoobenthic biomass.

We compared PRIAM with GMDH (Group
Method of Data Handling), NF-GMDH (Neuro-
fuzzy Group Method of Data Handling, imple-
mented in “GMDH Modeler 0.9.37”), RNN (Re-
current Neural Networks), and ANFIS (Adaptive
Neuro Fuzzy Inference System), both implemented
in “NeuroSolutions 5”. Additionally, we evaluated
GPR (Gaussian Process Regression) and XGBoost
(Extreme Gradient Boosting), both available as
Python packages. A brief excerpt of our experi-
mental results is shown in Table 1.

The table also includes information about the
size of the full dataset (𝑁), the size of the learning
dataset (𝑁𝑙𝑒𝑎𝑟𝑛), and the number of input factors
(𝑛) for each problem. A significant discrepancy be-
tween the MSEs of two different methods can be
detected using Fisher statistics 𝐹

(80%)
𝑁−𝑛,𝑁−𝑛.

Let us create a rating table for different algo-
rithms. The algorithm with the smallest MSE re-
sult receives 10 points, the second 8 points, and
so on. The two algorithms with the worst re-
sults receive no points. If multiple algorithms show
insignificant differences in results, they share the
same number of points. This way 30 points are dis-
tributed among all algorithms for each dataset.

As shown in Table 2, PRIAM achieves the high-
est rating among all the algorithms. Its perfor-
mance is stable and never ranks among the worst.
It is worth noting, however, that this rating is not
absolute but instead reflects the strength of a spe-
cific algorithm in a particular implementation.

In the next subsection, we provide a detailed
description of the result for the RCON dataset.

Dynamics of real consumption. The
model for real consumption (𝑅𝐶𝑂𝑁) is defined as
a function of two factors: the interest rate (𝑅) and
real domestic income (𝑅𝐷𝐼). The dataset consists
of 24 observations, corresponding to monthly sam-
ples over a two years period. The first 14 points
are used for training, while the last 10 points are
reserved for forecasting and calculating the gen-
eralization error. The initial configuration of the
model C(0) = diag{1, 1} reflects our prior belief in
linear dependencies. The optimal PRIAM model
is shown in Fig. 1.
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Figure 1. RCON dataset and optimal PRIAM
model with 95% confidence interval. Squares stand

for SVs, circles are vectors inside 𝜖-tube.
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Figure 2. The contour plots illustrate the
dependencies of BEC and generalization error on the
width of the 𝜖-tube (abscissa axis) for different values

of the hyperparameter 𝛽 (ordinate axis). Crosses
indicate the optimal hyperparameter values.

The corresponding optimal model configuration
is given by Copt = diag{1, 2}, highlighting the re-
inforcing effect of 𝑅𝐷𝐼. The normalized model
representation using the SV expansion is as fol-
lows:

𝑓opt(x) = 0.43 + 6.6𝑘(x8,x) + 25.5𝑘(x9,x)−
− 29.8𝑘(x11,x)− 2.6𝑘(x12,x) + 0.3𝑘(x13,x).

Dual model representation in neurofuzzy space:

𝑓opt(x) = 0.43 + 0.06𝜑1
0(𝑥

1)− 0.06𝜑1
1(𝑥

1)−

− 0.58𝜑2
0(𝑥

2) + 0.13𝜑2
1(𝑥

2) + 0.45𝜑2
2(𝑥

2).

where 𝑥1 ≡ 𝑅, 𝑥2 ≡ 𝑅𝐷𝐼. Here, we observe a
weak dependence of 𝑅𝐶𝑂𝑁 on 𝑅.

To evaluate the efficiency of BEC, we conduct a
more detailed analysis of the relationship between
BEC and generalization error with respect to the
hyperparameters. According to the BEC contours
(Fig. 2a), the optimal hyperparameter region is
characterized by 𝜖 near 0.12, and high values of
𝛽. PRIAM successfully identifies the optimal hy-
perparameters, as 𝛽 = 29.8 and 𝜖 = 0.12. MSE
contours (Fig. 2b) further confirm the efficiency of
𝜖 ≈ 0.12. However, they also indicate that fore-
casting is largely indifferent to the value of 𝛽 for
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Table 1. Comparison of algorithms on different datasets by normalized MSE

Algorithm Longley Filip Friedman AMPG CPI RCON WIW IBSS
𝑁(𝑁𝑙𝑒𝑎𝑟𝑛) 16(11) 82(33) 1000(500) 392(300) 24(14) 24(14) 166(100) 50(25)
𝑛 6 1 10 4 4 2 3 2
𝐹

(80%)
𝑁−𝑛,𝑁−𝑛 2.2 1.3 1.0 1.0 1.8 1.7 1.1 1.4

PRIAM 0.017 0.004 0.009 0.022 0.003 0.027 0.033 0.076
GMDH 0.051 0.016 0.029 0.024 0.130 0.042 0.025 0.124
NF-GMDH 0.001 0.039 0.037 0.026 0.008 0.098 0.043 0.053
RNN 0.018 0.012 0.008 0.028 0.090 0.101 0.033 0.083
ANFIS 0.002 0.001 0.009 0.027 0.003 0.051 0.031 0.110
GPR 0.054 0.010 0.008 0.025 0.096 0.043 0.032 0.086
XGBoost 0.022 0.001 0.004 0.019 0.073 0.063 0.041 0.140

Table 2. Algorithm rating

Algorithm Longley Filip Friedman AMPG CPI RCON WIW IBSS Rating
PRIAM 4 6 3 8 9 10 5 6 51
GMDH 0 0 0 6 0 6 10 1 23
NF-GMDH 9 0 0 2 6 0 0 10 27
RNN 4 3 7 0 2 0 5 6 27
ANFIS 9 9 3 0 9 6 5 1 42
GPR 0 3 7 4 2 6 5 6 33
XGBoost 4 9 10 10 2 2 0 0 37

wide 𝜖-tubes. The significance of 𝛽 becomes no-
table only for narrower tubes.

Generation of fuzzy rules. We demonstrate
how fuzzy rules can be generated based on the
model in neurofuzzy space [19]. A balanced neuro-
fuzzy model, like the one described above, can be
decomposed into two neurofuzzy submodels in the
canonical form due to the unity of support prop-
erty:

𝑓1(𝑥
1) = 0.49𝜇𝐴1

0
(𝑥1) + 0.37𝜇𝐴1

1
(𝑥1),

𝑓2(𝑥
2) = −0.15𝜇𝐴2

0
(·) + 0.56𝜇𝐴2

1
(·) + 0.88𝜇𝐴2

2
(·)

where the Bernstein basis polynomials are used as
fuzzy membership functions, 𝜑𝑑

𝑗 ≡ 𝜇𝐴𝑑
𝑗
, with the

corresponding fuzzy labels on input space: 𝐴1
0 —

low 𝑅, 𝐴1
1 — high 𝑅, 𝐴2

0 — low 𝑅𝐷𝐼, 𝐴2
1 — aver-

age 𝑅𝐷𝐼, 𝐴2
2 — high 𝑅𝐷𝐼. Each submodel gener-

ates simplified rules independently and contributes
to a fuzzy knowledge base of reduced complexity.

The rules and their confidences can be easily de-
termined if the output fuzzy membership functions
are represented as B-splines. In this case, at most
two adjacent coefficients are nonzero. Let us define
fuzzy membership functions for the 𝑅𝐶𝑂𝑁 output
variable, normalized on [0; 1], using three second-
order B-splines 𝜇𝐵𝑘

with a triangular shape. These
B-splines are defined over the knots {-0.5; 0; 0.5;
1; 1.5} with peaks at {0; 0.5; 1}. They correspond
to the following fuzzy labels: 𝐵0 — low 𝑅𝐶𝑂𝑁 ,

𝐵1 — average 𝑅𝐶𝑂𝑁 , 𝐵2 — high 𝑅𝐶𝑂𝑁 .
The rule 𝑅𝑖

𝑗 produced by submodel 𝑓𝑖 is ex-
pressed as: “if 𝑥𝑖 ∈ 𝐴𝑖

𝑗 , then 𝑦 ∈ 𝐵𝑘 with confi-
dence 𝑐𝑖𝑘𝑗”, where the rule confidences 𝑐𝑖𝑘𝑗 are de-
termined by converting the weights of the model
in the neurofuzzy space as follows:

𝑐𝑖𝑘𝑗 = 𝜇𝐵𝑘

(︂
𝑓𝑖

(︂
argmax

𝑥𝑖
𝜇𝐴𝑖

𝑗
(𝑥𝑖)

)︂)︂
.

Thus, we derive five rules:

𝑅1
0 : 𝑖𝑓 𝑅 𝑖𝑠 𝑙𝑜𝑤, 𝑡ℎ𝑒𝑛

𝑅𝐶𝑂𝑁 𝑖𝑠 𝑙𝑜𝑤 (0.02) 𝑜𝑟 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 (0.98)
𝑅1

1 : 𝑖𝑓 𝑅 𝑖𝑠 ℎ𝑖𝑔ℎ, 𝑡ℎ𝑒𝑛
𝑅𝐶𝑂𝑁 𝑖𝑠 𝑙𝑜𝑤 (0.26) 𝑜𝑟 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 (0.74)

𝑅2
0 : 𝑖𝑓 𝑅𝐷𝐼 𝑖𝑠 𝑙𝑜𝑤, 𝑡ℎ𝑒𝑛

𝑅𝐶𝑂𝑁 𝑖𝑠 𝑙𝑜𝑤 (1.0)
𝑅2

1 : 𝑖𝑓 𝑅𝐷𝐼 𝑖𝑠 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒, 𝑡ℎ𝑒𝑛
𝑅𝐶𝑂𝑁 𝑖𝑠 𝑙𝑜𝑤 (0.08) 𝑜𝑟 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 (0.92)

𝑅2
2 : 𝑖𝑓 𝑅𝐷𝐼 𝑖𝑠 ℎ𝑖𝑔ℎ, 𝑡ℎ𝑒𝑛

𝑅𝐶𝑂𝑁 𝑖𝑠 𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒 (0.24) 𝑜𝑟 ℎ𝑖𝑔ℎ (0.76)

Although these rules are not suitable for making
exact forecasts. They enable experts in the appli-
cation domain to understand relationships between
variables, verify the trained model, and collaborate
with machine learning engineers in model fusion.
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Conclusion

We have presented an inductive method for
constructing robust Bayesian Polynomial Regres-
sion models in Bernstein form. This method in-
tegrates the strengths of Bayesian inference, the
support vector approach, and neurofuzzy model-
ing. The dual model conception—combining sup-
port vector expansion with Bernstein form – en-
ables PRIAM to remain competitive with modern
machine learning algorithms while also being suit-
able for knowledge representation in expert sys-

tems. The use of fuzzy rules with reduced com-
plexity allows domain experts to contribute at var-
ious stages of the modeling process, including such
tasks as prior setup, model validation, and knowl-
edge extraction.

Our experiments on real-world economic data-
sets demonstrate that PRIAM outperforms many
modern algorithms while adhering to a parsimo-
nious model construction logic. Notably, bivariate
dependencies appear only when the true underly-
ing function (as observed in synthetic datasets) ex-
plicitly includes a product of endogenous factors.
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Митник О. Ю.

РОБАСТНА МОДЕЛЬ БАЄСIВСЬКОЇ РЕГРЕСIЇ У ФОРМI
БЕРНШТЕЙНА

Тут представлений iндуктивний метод побудови робастних моделей баєсiвської полiномiальної
регресiї (БПР) у формi Бернштейна, що отримав назву ПРIАМ. ПРIАМ – це алгоритм, призна-
чений для визначення стохастичної залежностi мiж змiнними. Трикомпонентна природа ПРIАМ
поєднує переваги баєсiвського висновку, прозорiсть та лiнгвiстичну iнтерпретовнiсть нейронечi-
тких моделей у формi Бернштейна, робастнiсть методу опорних векторiв.

Алгоритм апробовано на вiдомих штучних наборах даних, а також на реальних моделях рiзного
розмiру та рiвня зашумленостi. Складено рейтинг, який демонструє переваги запропонованого
алгоритму за бiльшiстю метрик.

Ключовi слова: ПРIАМ, баєсiвський висновок, БПР, нейронечiтка модель, полiноми в формi
Бернштейна.
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DEVIATION OF THE INTERFACE BETWEEN TWO LIQUID
HALF-SPACES WITH SURFACE TENSION: MULTISCALE

APPROACH

This paper investigates the deviation of the interface between two semi-infinite liquid media under the

influence of surface tension and gravity using a multiscale analysis. The initial-boundary value problem

is formulated based on key dimensionless parameters, such as the density ratio and the surface tension

coefficient, to describe the generation and propagation of wave packets along the interface. A weakly

nonlinear model is employed to examine initial deviations of the interface, enabling the derivation of

integral solutions for both linear and nonlinear approximations. The linear approximation captures the

fundamental structure of forward and backward waves, while nonlinear corrections account for higher-

order effects derived through multiscale expansions. These corrections describe the evolution of the wave

packet envelope, highlighting the interplay between dispersion, nonlinearity, and surface tension. In-

tegral expressions are provided for both linear and nonlinear solutions, including those illustrating the

role of even and odd initial deviations of the interface. Comparisons between linear and nonlinear ap-

proximations emphasize their interconnectedness. The linear model defines the primary wave dynamics,

while the nonlinear terms contribute higher harmonics, refining the solutions and facilitating stability

analysis. The results reveal significant contributions from higher-order harmonics in determining the

dynamics of the interface. Furthermore, the study explores the conditions under which the nonlinear

envelope remains stable, including constraints on initial amplitudes to prevent instability. This research

opens new perspectives for further analysis of stability and wave dynamics at fluid interfaces using sym-

bolic computations. Potential applications include the study of wave behavior under various geometric

configurations and fluid properties. The findings contribute to advancing hydrodynamic wave modeling

and establish a foundation for future research in this field.

Keywords: internal waves, initial-boundary value problem, multiscale expansions, surface tension.

Introduction

The study of wave packets along the interface
of two semi-infinite fluids forms the basis for solv-
ing initial-boundary value problems (IBVPs) re-
lated to the generation and evolution of internal
waves. These include the transmissibility of wave
harmonics and modulational stability, or the so-
called Benjamin–Feir instability [1].

Benjamin-Feir instability in hydrodynamics has
been widely analyzed, focusing on stabilization
mechanisms and extreme wave formation. Segur
et al. [2] demonstrated dissipation stabilizes insta-
bility for waves with narrow bandwidth, confirmed
experimentally; Wu [3] supported this via simula-
tions, while Onorato et al. [4] linked the Benjamin-
Feir index to extreme wave probability. Zakharov
and Ostrovsky [5] explored nonlinear effects from
modulation instability, and El and Hoefer [6] re-
viewed dispersive shock waves. Armaroli et al. [7]
validated wave stabilization under wind-viscosity
balance through experiments.

It should be noted that wave propagation in
layered fluids has been effectively studied using

multiscale methods. Here, we will mention only
a few studies in this field. Nayfeh [8] derived an
envelope evolution equation (NLS) for waves on
fluid interfaces with surface tension. Grimshaw
and Pullin [9] examined modulational stability of
finite-amplitude interfacial waves, while Selezov et
al. [10] investigated nonlinear wave-packet propa-
gation using higher-order multiscale expansions.

This work extends the IBVP for the deviation
of the contact surface between two semi-infinite
fluids under surface tension, incorporating nonlin-
ear effects and advancing understanding of inter-
facial wave dynamics.

Statement of the IBVP

Problem statement. This paper investigates
the IBVP based on the solutions of problem [8]
concerning traveling wave packets of dispersive na-
ture. The following parameters were introduced as
the basis for dimensionless quantities: the accel-
eration due to gravity 𝑔, the density 𝜌1, and the
characteristic surface tension 𝑇0.

The problem of wave packet propagation along

© O. Avramenko, 2024
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the interface 𝑧 = 𝜂(𝑥, 𝑡) between two fluids of dif-
ferent densities was addressed, with the effects of
surface tension 𝑇 is taken into consideration

∆𝜑𝑗 = 0 in Ω𝑗 , (1)

𝜂,𝑡 − 𝜑𝑗,𝑧 = −𝛼𝜂,𝑥𝜑𝑗,𝑥 at 𝑧 = 𝛼𝜂(𝑥, 𝑡),

𝜑1,𝑡−𝜌𝜑2,𝑡+(1−𝜌)𝜂+0.5𝛼 (∇𝜑1)
2−0.5𝛼𝜌 (∇𝜑2)

2

− 𝑇
(︁

1 + (𝛼𝜂,𝑥)
2
)︁−3/2

𝜂,𝑥𝑥 = 0 at 𝑧 = 𝛼𝜂(𝑥, 𝑡),

|∇𝜑1| → 0 at 𝑧 → ±∞,

where Ω1 = {(𝑥, 𝑧) : |𝑥| < +∞,−∞ < 𝑧 < 0},
Ω2 = {(𝑥, 𝑧) : |𝑥| < +∞, 0 < 𝑧 < +∞}, 𝜌 =
= 𝜌2/𝜌1, 𝜌𝑖(𝑖 = 1, 2) are the densities of fluids in
Ω𝑖, 𝛼 = 𝑎/𝑙 is a small parameter characterizing
the steepness of the wave, 𝑎 is the maximum de-
viation of the contact surface 𝜂(𝑥, 𝑡), and 𝑙 is the
wavelength.

Let the initial condition at 𝑧 = 0 be given as a
deviation 𝐹 (𝑥) of the interface

𝜂(𝑥, 0) = 𝐹 (𝑥). (2)

Preliminary results on traveling wave

packets. The result presented in this study is
based on previously obtained findings for traveling
wave packets derived using the method of multi-
scale expansions [8]. The results from the afore-
mentioned study, essential for solving the IBVP
(1)-(2), are presented below.

According to the method of multiple-scale ex-
pansions, the deviation of the interface is repre-
sented as a sum of the first harmonics

𝜂(𝑥, 𝑡) =𝜂1(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) (3)

+ 𝛼𝜂2(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) + O(𝛼2),

where 𝑥𝑛 = 𝛼𝑛𝑥, 𝑡𝑛 = 𝛼𝑛𝑡 are the spatial and
temporal scaling variables.

In the first approximation, the deviation of the
contact surface caused by a forward wave 𝜂+1 is
expressed as the sum of the product of the com-
plex envelope 𝐴(𝑥1, 𝑥2, 𝑡1, 𝑡2) and the carrier for-
ward wave exp i(𝑘𝑥0−𝜔𝑡0) and the product of their
conjugates,

𝜂+1 = 𝐴 exp(i(𝑘𝑥0 − 𝜔𝑡0)) + 𝐴 exp(−i(𝑘𝑥0 − 𝜔𝑡0))
(4)

where, in the linear approximation, the envelope is
considered a constant value, as it cannot depend
on higher-order scales.

The solvability of the linear approximation
problem determines the dispersion relation, which
links 𝜔 and 𝑘; let its two solutions be denoted as
𝜔1,2 = ±𝜔(𝑘).

Here, we present the expression for the second
forward harmonic, derived in [8] from the linear

problem of the second approximation, in the form

𝜂+2 = Λ(𝑘, 𝜔)𝐴2 exp(2i(𝑘𝑥0 − 𝜔𝑡0)) (5)

+ Λ(𝑘, 𝜔)𝐴
2

exp(−2i(𝑘𝑥0 − 𝜔𝑡0))

where the coefficient Λ(𝑘, 𝜔) satisfies the condition
Λ(𝑘, 𝜔) = Λ(𝑘,−𝜔).

In [8], it is also shown that the envelope 𝐴 sat-
isfies an evolution equation in the form of a NLS

𝐴,𝜁 − 0.5i𝜔′′𝐴,𝜉𝜉 = 4i𝛼2𝜔−1𝐽𝐴2𝐴, (6)

where 𝜉 = 𝑥 − 𝜔′𝑡 and 𝜁 = 𝑡, 𝐽(𝑘, 𝜔) is the
Benjamin-Feir index which in this system satisfies
the condition 𝐽(𝑘, 𝜔) = 𝐽(𝑘,−𝜔).

The IBVP solution

Linear approximation. Since the hydrody-
namic system allows the propagation of only cer-
tain types of harmonics (4) and (5), with the fre-
quency 𝜔 and wavenumber 𝑘 linked by the disper-
sion relation, and the envelope 𝐴 governed by the
evolution equation (6), the problem arises of cor-
rectly specifying the initial shape 𝐹 (𝑥) of the con-
tact surface 𝜂 within the framework of the weakly
nonlinear model (1)-(2). Let the initial position of
the contact surface 𝜂(𝑥, 0) in the linear approxi-
mation take the form of a certain function 𝑓(𝑥)

𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥). (7)

On the one hand, the function 𝑓(𝑥) can be repre-
sented as an integral using the Fourier expansion
over the frequency spectrum, followed by synthesis
based on this spectrum

𝑓(𝑥) = (8)

ℜ
[︂∫︁ +∞

−∞

(︂
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) exp(−i𝑘𝜉)𝑑𝜉

)︂
exp(i𝑘𝑥)𝑑𝑘

]︂
Considering equations (7) and (8), we have

𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 0) = (9)∫︁ +∞

−∞

(︂
𝑎𝑓 (𝑘) cos(𝑘𝑥) − 𝑏𝑓 (𝑘) sin(𝑘𝑥)

)︂
𝑑𝑘,

where

𝑎𝑓 (𝑘) =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) cos 𝑘𝜉𝑑𝜉, (10)

𝑏𝑓 (𝑘) =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) sin 𝑘𝜉𝑑𝜉. (11)

On the other hand, taking into account the dis-
persion relation solution 𝜔1 = +𝜔(𝑘), in the linear
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approximation, the oscillation of the contact sur-
face can be represented as an integral over the wave
numbers of the forward wave (4)

𝜂+𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) =

∫︁ +∞

−∞

(︂
𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) exp(i(𝑘𝑥− 𝜔(𝑘)𝑡))

+𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) exp(−i(𝑘𝑥− 𝜔(𝑘)𝑡))

)︂
𝑑𝑘, (12)

and for the dispersion relation solution 𝜔2 =
= −𝜔(𝑘) corresponding to the backward wave

𝜂−𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) =

∫︁ +∞

−∞

(︂
𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) exp(i(𝑘𝑥 + 𝜔(𝑘)𝑡))

+𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) exp(−i(𝑘𝑥 + 𝜔(𝑘)𝑡))

)︂
𝑑𝑘 (13)

where 𝑎lin(𝑘) are the unknown coefficients of the
linear approximation expansion of the interface de-
viation, which coincide for the forward 𝜂+𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡)
and backward 𝜂−𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) waves due to the homo-
geneity of liquid media in both directions of wave
propagation.

It is obvious that

𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜂+𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) + 𝜂−𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡). (14)

Next, we obtain 𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 0) from (14) taking into
account (12) and (13)

𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 0) = 2

∫︁ +∞

−∞

(︂
𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) exp(i𝑘𝑥) (15)

+ 𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) exp(−i𝑘𝑥)

)︂
𝑑𝑘.

Equating the expressions for the initial devia-
tion of the contact surface 𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 0) from (9) and
(15), we obtain

𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) =
1

4
(𝑎𝑓 (𝑘) + i𝑏𝑓 (𝑘)). (16)

Substituting formulas (10) and (11) into (16) we
obtain

𝑎𝑙𝑖𝑛(𝑘) =
1

8𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) exp(i𝑘𝜉)𝑑𝜉, (17)

and substituting (17) into (12)-(14) gives the lin-
ear approximation of the contact surface deviation
in the following integral form

𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) = (18)

1

8𝜋

∫︁ +∞

−∞

[︂ ∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) exp(i𝑘𝜉)𝑑𝜉 exp i(𝑘𝑥− 𝜔(𝑘)𝑡)

+

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) exp(−i𝑘𝜉)𝑑𝜉 exp(−i(𝑘𝑥− 𝜔(𝑘)𝑡))

]︂
𝑑𝑘.

+
1

8𝜋

∫︁ +∞

−∞

[︂ ∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) exp(i𝑘𝜉)𝑑𝜉 exp i(𝑘𝑥+𝜔(𝑘)𝑡)

+

∫︁ +∞

−∞
𝑓(𝜉) exp(−i𝑘𝜉)𝑑𝜉 exp(−i(𝑘𝑥 + 𝜔(𝑘)𝑡))

]︂
𝑑𝑘.

or taking into account the formulae (10) and (11)

𝜂𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝜂+𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) + 𝜂−𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) (19)

where

𝜂±𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) =
1

2

∫︁ +∞

−∞

(︂
𝑎𝑓 (𝑘) cos(𝑘𝑥∓ 𝜔(𝑘)𝑡) (20)

− 𝑏𝑓 (𝑘) sin(𝑘𝑥∓ 𝜔(𝑘)𝑡)

)︂
𝑑𝑘.

Nonlinear approximation. Let us proceed
to derive the nonlinear approximation of the con-
tact surface deviation. To this end, we consider
one of the solutions to the evolution equation (6)
and write it for both solutions of the dispersion
equation

𝐴±(𝑡, 𝑘) =
1

2
𝑎 exp

(︂
±i𝑎2

𝐽(𝑘,±𝜔(𝑘))

𝜔(𝑘)
𝑡

)︂
, (21)

where 𝑎 is an arbitrary constant determining the
amplitude of the envelope, 𝐴+(𝑡, 𝑘) corresponds
to the forward wave with frequency 𝜔1 = +𝜔(𝑘),
and 𝐴−(𝑡, 𝑘) to the backward wave with frequency
𝜔2 = −𝜔(𝑘).

Then, for wave packets traveling along the
contact surface, taking into account (4) and (5)
and also the fact that 𝐽(𝑘, 𝜔) = 𝐽(𝑘,−𝜔) and
Λ(𝑘, 𝜔) = Λ(𝑘,−𝜔), the contact surface deviation
caused by the forward 𝜂+𝑛𝑙(𝑥, 𝑡, 𝑘) and backward
𝜂−𝑛𝑙(𝑥, 𝑡, 𝑘) waves at the wave number 𝑘 are ex-
pressed as the sum of the harmonics

𝜂±𝑛𝑙(𝑥, 𝑡, 𝑘) = (22)

𝐴±(𝑡, 𝑘) exp(i(𝑘𝑥∓ 𝜔(𝑘)𝑡))

+ 𝐴±(𝑡, 𝑘) exp(−i(𝑘𝑥∓ 𝜔(𝑘)𝑡))

+ 𝛼Λ(𝑘, 𝜔(𝑘))

(︂
𝐴2

±(𝑡, 𝑘) exp(2i(𝑘𝑥∓ 𝜔(𝑘)𝑡))

+ 𝐴+
2
(𝑡, 𝑘) exp(−2i(𝑘𝑥∓𝜔(𝑘)𝑡))

)︂
+O(𝛼2).

Assume that the coefficient
1

2
𝑎 in the expressions

(21) for the envelopes 𝐴±(𝑡, 𝑘) is equal to the
complex coefficient 𝑎lin(𝑘) and taking into account
(16), it can be expressed in terms of the coefficients
𝑎𝑓 (𝑘) and 𝑏𝑓 (𝑘) of the function 𝑓(𝑥) expansion

𝑎 =
1

2

(︂
𝑎𝑓 (𝑘) + i𝑏𝑓 (𝑘)

)︂
. (23)

Let us substitute the expressions for the envelope
(21) into (22) taking into account (23). After
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transformations, we obtain expressions for the non-
linear approximation of the forward 𝜂+𝑛𝑙(𝑥, 𝑡, 𝑘) and
backward 𝜂−𝑛𝑙(𝑥, 𝑡, 𝑘) traveling waves in the form of
real-valued expressions

𝜂±𝑛𝑙(𝑥, 𝑡, 𝑘) = (24)

1

2

[︀
𝑎𝑓 (𝑘) cos(𝑘𝑥∓ �̂�𝑡) − 𝑏𝑓 (𝑘) sin(𝑘𝑥∓ �̂�𝑡)

]︀
+

𝛼

8
Λ(𝑘, 𝜔(𝑘))

(︂(︀
𝑎2𝑓 (𝑘) − 𝑏2𝑓 (𝑘)

)︀
cos 2(𝑘𝑥∓�̂�(𝑘)𝑡)

− 2𝑎𝑓 (𝑘)𝑏𝑓 (𝑘) sin 2(𝑘𝑥∓�̂�(𝑘)𝑡)

)︂
+O(𝛼2),

where

�̂�(𝑘) = 𝜔(𝑘) − 𝑎2
𝐽(𝑘, 𝜔(𝑘))

𝜔(𝑘)
. (25)

Performing the synthesis of the traveling waves
(24) by the spectrum of wave numbers, we obtain
expressions for the nonlinear approximation of the
contact surface deviation 𝜂(𝑥, 𝑡) in the form

𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝜂+1 (𝑥, 𝑡) + 𝜂−1 (𝑥, 𝑡) (26)

+ 𝛼
(︀
𝜂+2 (𝑥, 𝑡) + 𝜂−2 (𝑥, 𝑡)

)︀
+O(𝛼2),

where

𝜂±1 (𝑥, 𝑡) =
1

2

∫︁ +∞

−∞

(︂
𝑎𝑓 (𝑘) cos(𝑘𝑥∓�̂�𝑡) (27)

− 𝑏𝑓 (𝑘) sin(𝑘𝑥∓ �̂�𝑡)

)︂
𝑑𝑘,

𝜂±2 (𝑥, 𝑡) = (28)

1

8

∫︁ +∞

−∞
Λ(𝑘, 𝜔(𝑘))

(︂(︀
𝑎2𝑓 (𝑘) − 𝑏2𝑓 (𝑘)

)︀
cos 2(𝑘𝑥∓�̂�(𝑘)𝑡)

−2𝑎𝑓 (𝑘)𝑏𝑓 (𝑘) sin 2(𝑘𝑥∓ �̂�(𝑘)𝑡)

)︂
𝑑𝑘.

The expression (26), obtained for the interface de-
viation 𝜂(𝑥, 𝑡), contains the nonlinear contribution
(27) of the first harmonic 𝜂±1 (𝑥, 𝑡), which differs
from its linear approximation 𝜂±𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) in (20). It
additionally includes (28) the contribution of the
second harmonic 𝜂±2 (𝑥, 𝑡). Let us introduce the
terms

𝜂1(𝑥, 𝑡) = 𝜂+1 (𝑥, 𝑡) + 𝜂−1 (𝑥, 𝑡),

𝜂2(𝑥, 𝑡) = 𝜂+2 (𝑥, 𝑡) + 𝜂−2 (𝑥, 𝑡)

denoting the contributions of the first and second
harmonics to the nonlinear solution.

It should be noted that within the framework of
the nonlinear model, the synthesis operation over
the spectrum of traveling waves, namely, the first
and second harmonics, is mathematically valid,
since each of the traveling harmonic waves repre-
sents a solution to the linear approximations of the
problem at the corresponding order.

Let us now return to the question of the form of
the initial contact surface deviation 𝐹 (𝑥), which in
the linear approximation we defined in (7) as some
function 𝑓(𝑥). From (26)-(28), it is straightfor-
ward to obtain

𝐹 (𝑥) ≡ 𝜂(𝑥, 0) = (29)∫︁ +∞

−∞

[︂
𝑎𝑓 (𝑘) cos(𝑘𝑥) − 𝑏𝑓 (𝑘) sin(𝑘𝑥)

+
𝛼

4
Λ(𝑘, 𝜔(𝑘))

(︂(︀
𝑎2𝑓 (𝑘) − 𝑏2𝑓 (𝑘)

)︀
cos 2(𝑘𝑥)

−2𝑎𝑓 (𝑘)𝑏𝑓 (𝑘) sin 2(𝑘𝑥)

)︂]︂
𝑑𝑘+O(𝛼2).

It is evident that

𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥) + O(𝛼),

i.e., the refined initial contact surface deviation dif-
fers from the specified initial deviation in the linear
approximation by a small quantity.

Let us consider the stability conditions for the
envelope in the form of the solution (21) discussed
here. The frequency (25) in the nonlinear approxi-
mation (24) taking into account (23) is in the form

�̂�(𝑘) = 𝜔(𝑘) (30)

− 1

4

(︂
𝑎2𝑓 (𝑘) − 𝑏2𝑓 (𝑘) + 2i𝑎𝑓 (𝑘)𝑏𝑓 (𝑘)

)︂
𝐽(𝑘, 𝜔(𝑘))

𝜔(𝑘)
.

Expression (30) imposes constraints on the enve-
lope amplitude where we observe that an imag-
inary term appears in the exponent. The pres-
ence of this term leads to instability. This can
be avoided by setting to zero either the imaginary
𝑏𝑓 (𝑘) or real 𝑎𝑓 (𝑘) part of 𝑎, which can be easily
achieved by using an even or odd function 𝑓(𝑥),
respectively.

Special cases. It is evident that in the case
of an even function 𝑓(𝑥) (below, the index ‘𝑒𝑣‘ in-
dicates the values corresponding to this case), we
can transition to simpler expressions with integrals
over (0,+∞)

𝑎𝑒𝑣𝑓 (𝑘) =
1

𝜋

∫︁ +∞

0

𝑓(𝜉) cos 𝑘𝜉𝑑𝜉, 𝑏𝑒𝑣𝑓 (𝑘) ≡ 0,

in the linear approximation

𝑎𝑒𝑣𝑙𝑖𝑛(𝑘) =
1

4𝜋

∫︁ +∞

0

𝑓(𝜉) cos 𝑘𝜉𝑑𝜉,

𝜂𝑒𝑣𝑙𝑖𝑛(𝑥, 𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝑎𝑒𝑣𝑓 (𝑘)×

×
(︂

cos(𝑘𝑥− 𝜔(𝑘)𝑡) + cos(𝑘𝑥 + 𝜔(𝑘)𝑡)

)︂
𝑑𝑘,

and in the nonlinear approximation

𝜂𝑒𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝜂𝑒𝑣1 (𝑥, 𝑡) + 𝜂𝑒𝑣2 (𝑥, 𝑡),



O. Avramenko. Deviation of the interface between two liquid half-spaces . . . 55

where

𝜂𝑒𝑣1 (𝑥, 𝑡) =

∫︁ +∞

0

𝑎𝑒𝑣𝑓 (𝑘)×

×
(︂

cos(𝑘𝑥−�̂�𝑒𝑣(𝑘)𝑡)+cos(𝑘𝑥+�̂�𝑒𝑣(𝑘)𝑡)

)︂
𝑑𝑘,

𝜂𝑒𝑣2 (𝑥, 𝑡) =
1

4

∫︁ +∞

0

Λ(𝑘, 𝜔(𝑘))(𝑎𝑒𝑣𝑓 )2(𝑘)×

×
(︂

cos 2(𝑘𝑥−�̂�𝑒𝑣(𝑘)𝑡)+cos 2(𝑘𝑥+�̂�𝑒𝑣(𝑘)𝑡)

)︂
𝑑𝑘,

�̂�𝑒𝑣(𝑘)=𝜔(𝑘)−(𝑎𝑒𝑣)2
𝐽(𝑘, 𝜔(𝑘))

𝜔(𝑘)
, 𝑎𝑒𝑣 =

𝑎𝑒𝑣𝑓 (𝑘)

2
,

𝐴𝑒𝑣
± (𝑡, 𝑘) =

1

2
𝑎𝑒𝑣 exp

(︂
±i

(︀
𝑎𝑒𝑣

)︀2 𝐽(𝑘,±𝜔(𝑘))

𝜔(𝑘)
𝑡

)︂
.

A similar result can be easily obtained for another
specific case when the function 𝑓(𝑥) is odd.

Conclusion and further developments

Linear and weakly nonlinear integral expres-
sions for waves propagating between two liquid
half-spaces, induced by the initial deviation of the
contact surface, have been derived. A limitation
on the initial position of the contact surface devi-
ation within the model has been noted, stemming
from the characteristics of the solution obtained
using the method of multiscale expansions. The
prospect of this study lies in the potential to obtain
solutions for various geometric and physical prop-
erties using symbolic and numerical computation
methods. In particular, based on the solutions pre-
sented here and the Benjamin-Feir stability condi-
tion, it will be possible to derive the conditions for
the emergence of rogue waves.
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Авраменко О. В.

ВIДХИЛЕННЯ ПОВЕРХНI КОНТАКТУ ДВОХ РIДКИХ
НАПIВПРОСТОРIВ З ПОВЕРХНЕВИМ НАТЯГОМ:

БАГАТОМАСШТАБНИЙ ПIДХIД

Ця стаття присвячена дослiдженню вiдхилення поверхнi контакту мiж двома напiвнескiнченни-
ми рiдинами пiд впливом сил поверхневого натягу та гравiтацiї з використанням багатомасштабно-
го аналiзу. Початково-крайова задача базується на ключових безрозмiрних параметрах, зокрема на
вiдношеннi густин i коефiцiєнтi поверхневого натягу, для опису генерацiї та поширення хвильових
пакетiв уздовж поверхнi контакту. За допомогою слабко нелiнiйної моделi дослiджують початко-
вi вiдхилення поверхнi контакту, що дозволяє отримати iнтегральнi розв’язки для як лiнiйного,
так i нелiнiйного наближень. Лiнiйне наближення описує основну структуру прямої та зворотної
хвиль, тодi як нелiнiйнi поправки враховують ефекти вищого порядку, якi виводяться за допо-
могою багатомасштабних розкладiв. Цi поправки характеризують еволюцiю обвiдної хвильового
пакета, виявляючи взаємодiю мiж дисперсiєю, нелiнiйнiстю та поверхневим натягом. Надаються
iнтегральнi вирази для лiнiйних i нелiнiйних розв’язкiв, зокрема таких, що демонструють роль
парних i непарних початкових вiдхилень поверхнi контакту. Порiвняння мiж лiнiйним i нелiнiй-
ним наближеннями пiдкреслюють їх взаємозв’язок. Лiнiйна модель встановлює основну динамiку
хвиль, тодi як нелiнiйнi члени додають гармонiки вищого порядку, уточнюючи розв’язки i дозво-
ляючи проводити аналiз стiйкостi. Цi результати виявляють суттєвi внески вiд гармонiк вищого
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порядку у визначення динамiки поверхнi контакту. Крiм того, у дослiдженнi розглянуто умови,
за яких нелiнiйна обвiдна залишається стiйкою, зокрема обмеження на початковi амплiтуди, щоб
запобiгти виникненню нестiйкостi. Дослiдження вiдкриває новi перспективи для подальшого ана-
лiзу стiйкостi та динамiки хвиль на межi подiлу рiдин за допомогою символьних обчислень. По-
тенцiйнi застосування передбачають подальше вивчення поведiнки хвиль за рiзних геометричних
параметрiв системи та властивостей рiдин. Отриманi результати сприяють розвитку моделювання
гiдродинамiчних хвиль i закладають основу для подальших дослiджень у цiй галузi.

Ключовi слова: внутрiшнi хвилi, початково-крайова задача, багатомасштабнi розвинення,
поверхневий натяг.
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НЕЛIНIЙНЕ ПОШИРЕННЯ ХВИЛЬОВИХ ПАКЕТIВ ПРИ
ХВИЛЬОВИХ ЧИСЛАХ, БЛИЗЬКИХ ДО КРИТИЧНОГО,

В ДВОШАРОВIЙ ГIДРОДИНАМIЧНIЙ СИСТЕМI
СКIНЧЕННОЇ ГЛИБИНИ

Розглянуто задачу про поширення слабконелiнiйних хвильових пакетiв у двошаровiй гiдроди-
намiчнiй системi «шар з твердим дном — шар з кришкою». Для дослiдження та аналiзу вико-
ристано метод багатомасштабних розвинень (МБР) до третього порядку, що дає можливiсть
отримати першi наближення дослiджуваної моделi, якi є лiнiйними вiдносно невдомих функцiй,
що є доданками у вiдповiдних розкладах. У результатi вдається отримати еволюцiйне рiвняння
обвiдної хвильових пакетiв у формi нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Коли частота центру хви-
льового пакету близька до нуля, отриманi з МБР результати не можуть бути використанi для
моделювання хвильових рухiв у дослiджуванiй системi. В статтi розглянуто граничний випадок
поширення хвильових пакетiв при навколокритичних хвильових числах. На основi дисперсiйно-
го спiввiдношення та умов розв’язуваностi другого та третього наближень встановлено, що
поширення хвильових пакетiв при хвильових числах, близьких до критичного, описується не-
лiнiйним рiвнянням Шредiнгера. Отримане рiвняння мiстить першу похiдну за просторовою
координатою та двi похiднi за часовою координатою i може бути поширеним на всi хвильовi
числа. Також виведено спiввiдношення мiж хвильовим числом та малим параметром.

Ключовi слова: внутрiшнi хвилi, нелiнiйне рiвняння Шредiнгера, хвильове число.

Вступ

Використання асимптотичних методiв до за-
дач дослiдження поширення хвильових пакетiв
є одним iз найпоширенiших способiв матема-
тичного моделювання хвильових рухiв у рiди-
нах. Зокрема, застосування методу багатомас-
штабних розвинень (МБР) до слабконелiнiйних
задач такого класу призводить до аналiзу послi-
довних наближень, якi є лiнiйними вiдносно не-
вiдомих функцiй — доданкiв вiдповiдних асим-
птотичних розкладiв.

У дослiдженнi [1] проведено аналiтичне мо-
делювання поширення хвильових пакетiв у дво-
шаровiй гiдродинамiчнiй системi «пiвпростiр —
пiвпростiр». За допомогою МБР отримано пер-
шi три наближення. Виведено дисперсiйне спiв-
вiдношення та умови розв’язуваностi другого
та третього наближень. Отримано еволюцiйне
рiвняння обвiдної хвильових пакетiв у виглядi
нелiнiйного рiвняння Шредiнгера (НРШ). Про-
ведено аналiз модуляцiйної стiйкостi хвильових
пакетiв.

Роботи [2] та [3] присвяченi аналiзу поширен-
ня слабконелiнiйних хвильових пакетiв у гiдро-
динамiчнiй системi «пiвпростiр — шар з твер-
дою кришкою». Зокрема, отримано еволюцiйне
рiвняння обвiдної, проаналiзовано форму хви-
льових пакетiв, дослiджено питання модуляцiй-

ної стiйкостi.
У статтях [5] та [6] дослiджено математичну

модель хвильових рухiв у гiдродинамiчнiй си-
стемi «шар з твердим дном — шар з кришкою».
Отримано рiвняння для обвiдної хвильового па-
кета у формi НРШ. Проаналiзовано характернi
особливостi поширення хвильових пакетiв.

З використанням МБР у роботах [7], [8] та [9]
проаналiзовано питання поширення слабконелi-
нiйних хвильових пакетiв у гiдродинамiчних си-
стемах «шар з твердим дном — шар — шар з
вiльною поверхнею», «пiвпростiр — шар — шар
з твердою кришкою», «шар з твердим дном —
шар — шар з твердою кришкою». Отримано
еволюцiйнi рiвняння обвiдної хвильових паке-
тiв у формi НРШ, проведено аналiз характе-
ристик поширення хвиль. У вказаних роботах
було проведено детальний аналiз хвильових ру-
хiв. Зазначимо, що у випадку малих частот, ко-
ли 𝜔 → 0, результати, отриманi у вказаних ро-
ботах, не можуть бути застосованi для матема-
тичного моделювання хвильових рухiв. Цей ви-
падок розглянуто у [1] для моделi «пiвпростiр
— пiвпростiр» та у [4] для моделi «пiвпростiр —
шар з твердою кришкою».

У запропонованому дослiдженнi ми розгля-
немо поширення хвильових пакетiв при значен-
нi хвильових чисел, близьких до критичного,
для гiдродинамiчної системи «шар з твердим

© Нарадовий В. В., 2024
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дном — шар з кришкою».

Поширення хвильових пакетiв у
двошаровiй гiдродинамiчнiй системi

скiнченної глибини

Розглянемо задачу про поширення двовимiр-
них хвильових пакетiв кiнцевої амплiтуди на
поверхнi контакту 𝜂(𝑥, 𝑡) рiдких шарiв Ω1 =
= {(𝑥, 𝑧) : |𝑥| < +∞,−ℎ1 < 𝑧 < 0} та Ω2 =
= {(𝑥, 𝑧) : |𝑥| < +∞, 0 < 𝑧 < ℎ2}. Враховує-
ться сила поверхневого натягу 𝑇 , сила тяжiння
направлена перпендикулярно до поверхнi роз-
подiлу у вiд’ємному z-напрямку, рiдини вважа-
ються нестисливими. Швидкостi у Ω𝑖 вираженi
через градiєнти потенцiалiв 𝜑𝑖(𝑥, 𝑧, 𝑡). Матема-
тична постановка задачi в безрозмiрному вигля-
дi:

∆𝜑𝑗 = 0 in Ω𝑗 , (1)
𝜂,𝑡¯𝜑𝑗,𝑧 = ¯𝛼𝜂,𝑥𝜑𝑗,𝑥 при 𝑧 = 𝛼𝜂(𝑥, 𝑡),

𝜑1,𝑡−𝜌𝜑2,𝑡+(1̄ 𝜌)𝜂+0.5𝛼 (∇𝜑1)
2
0̄.5𝛼𝜌 (∇𝜑2)

2

¯𝑇
(︁
1 + (𝛼𝜂,𝑥)

2
)︁−3/2

𝜂,𝑥𝑥 = 0 при 𝑧 = 𝛼𝜂(𝑥, 𝑡),

𝜑1,𝑧 = 0 при 𝑧 = ¯ℎ1,

𝜑2,𝑧 = 0 при 𝑧 = ℎ2,

де 𝜌 = 𝜌2/𝜌1, 𝜌𝑖(𝑖 = 1, 2) — густини шарiв Ω𝑖,
𝛼 = 𝑎/𝑙 — параметр нелiнiйностi, 𝑎 — макси-
мальне вiдхилення поверхнi контакту 𝜂(𝑥, 𝑡), 𝑙
— довжина хвиль.

Розв’язки задачi (1) можна шукати, ви-
користовуючи метод багатомасштабних розви-
нень. Представимо невiдомi функцiї 𝜂(𝑥, 𝑡) та
𝜑𝑖(𝑥, 𝑧, 𝑡) у виглядi

𝜂(𝑥, 𝑡) =

3∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛−1𝜂𝑛 +O(𝛼3), (2)

𝜑𝑗(𝑥, 𝑧, 𝑡) =

3∑︁
𝑛=1

𝛼𝑛−1𝜑𝑗𝑛 +O(𝛼3),

де 𝜂𝑛 = 𝜂𝑛(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) та 𝜑𝑗𝑛 =
= 𝜑𝑗𝑛(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑧, 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2) — вiдповiднi доданки
в асимптотичних розкладах (𝑛 = 1, 2, 3), 𝑥𝑗 =
= 𝛼𝑗𝑥 та 𝑡𝑗 = 𝛼𝑗 — масштабнi змiннi (𝑗 = 0, 1, 2).

Пiдставивши (2) у задачу (1), отримаємо
першi три лiнiйнi наближення вiдносно невiдо-
мих функцiй 𝜂𝑛 та 𝜑𝑗𝑛. Цi проблеми мають скла-
дний аналiтичний вигляд, тому тут їх наводити
не будемо. Зазначимо, що в результатi аналiзу
вказаних наближень було знайдено дисперсiйне
спiввiдношення та умови розв’язуваностi друго-
го та третього наближень, на основi яких можна
отримати еволюцiйне рiвняння обвiдної у вигля-
дi НРШ.

У роботi [5] було отримано дисперсiйне спiв-
вiдношення

𝜔2 =
𝑘¯𝜌𝑘 + 𝑇𝑘3

coth(𝑘ℎ1) + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)
, (3)

де 𝜔 — частота центру хвильового пакета, 𝑘 —
хвильове число. Умову розв’язуваностi для дру-
гого наближення можна записати у виглядi

𝑊11𝐴,𝑡1 +𝑊12𝐴,𝑥1
= 0, (4)

де 𝐴 — обвiдна хвильового пакета, 𝑊11 та
𝑊12 — коефiцiєнти, якi мають громiздкий ана-
лiтичний вигляд та залежать вiд параметрiв
(ℎ1, ℎ2, 𝑇, 𝜌, 𝑘). Умову розв’язуваностi для тре-
тього наближення можна записати у виглядi

𝑊21𝐴,𝑡2 +𝑊22𝐴,𝑡2 +𝑊23𝐴,𝑡1𝑥1+

𝑊24𝐴,𝑥1𝑥1
+𝑊25𝐴,𝑡1𝑡1 = 𝑊26𝐴

2𝐴 (5)

де 𝑊2𝑖 (𝑖 = 1, 6) — коефiцiєнти, якi мають гро-
мiздкий аналiтичний вигляд та залежать вiд па-
раметрiв (ℎ1, ℎ2, 𝑇, 𝜌, 𝑘).

Зазначимо, що у випадку 𝜔 → 0, коли 𝜔′ →
∞, розвинення, що отриманi у [5; 6] для випадку
широкого спектра частот, не можуть бути засто-
сованi. Для розгляду цього граничного випадку
перепишемо умову (4) у виглядi

𝑘′𝐴,𝑡1 +𝐴,𝑥1 = 0, (6)

де 𝑘′ = 𝑑𝑘/𝑑𝜔, отримана з (3) i має вигляд

𝑘′ = 2𝜔 (coth(𝑘ℎ1) + 𝜌 coth(𝑘ℎ2))
2 ×

{𝑇𝑘3[ℎ1(coth
2(𝑘ℎ1)¯1) + 𝜌ℎ2(coth

2(𝑘ℎ2)¯1)]+

3𝑇𝑘2[coth(𝑘ℎ1) + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)] + 𝑘(1− 𝜌)[ℎ1+

+ 𝜌ℎ2¯ℎ1 coth
2(𝑘ℎ1)¯𝜌ℎ2 coth

2(𝑘ℎ2)]¯

¯(1¯𝜌)[coth(𝑘ℎ1)¯𝜌 coth(𝑘ℎ2)]}−1.

Продиференцiюємо (6) спочатку за 𝑥1, а по-
тiм за 𝑡1. Отримаємо

𝑘′𝐴,𝑡1𝑥1 +𝐴,𝑥1𝑥1 = 0, 𝑘′𝐴,𝑡1𝑡1 +𝐴,𝑥1𝑡1 . (7)

Остаточно з (7) маємо

𝐴,𝑥1𝑥1 = ¯𝑘′𝐴,𝑡1𝑡1 , 𝐴,𝑥1𝑥1 = (𝑘′)2𝐴,𝑡1𝑡1 . (8)

Тодi, використовуючи (6), (8) та умову
розв’язуваностi (5), отримаємо шукане еволю-
цiйне рiвняння у виглядi нелiнiйного рiвняння
Шредiнгера

𝐴,𝑥 + 𝑘′𝐴,𝑡¯0.5𝑖𝑘
′′𝐴,𝑡𝑡 = 2𝑖𝛼2𝐽0𝐴

2𝐴, (9)

де 𝑘′′ = 𝑑2𝑘/𝑑𝜔2. Вираз для 𝑘′′ має складний
аналiтичний вигляд, тому тут його не наводи-
мо. Рiвняння (9) має розв’язок, який залежить
лише вiд часу

𝐴 = 0.5𝑎 exp(𝑖𝜎𝑡+ 𝑐𝑜𝑛𝑠‘𝑡), (10)
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де 𝑎 — деяка стала. Пiдставимо (10) у (9), отри-
маємо рiвняння вiдносно 𝜎:

0.5𝑘′′𝜎2¯𝑘′𝜎 + 2𝛼2𝑎2𝐽0 = 0. (11)

З (11) отримаємо

𝜎1,2 =
𝑘′ ∓

√︀
(𝑘′)2¯2𝛼2𝑎2𝐽0

𝑘′′
. (12)

Якщо 𝜔 → 0, тодi отримаємо, що

𝑘′ → 𝜔(coth(𝑘ℎ1 + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)))

𝑇𝑘2
,

𝑘′′ → (coth(𝑘ℎ1 + 𝜌 coth(𝑘ℎ2)))

𝑇𝑘2
, (13)

𝐽0 → 3𝑘3

32
.

Враховуючи (13), вираз (11) для 𝜎 можна пере-
писати у такому виглядi

𝜎 = 𝜔 ∓
(︂
𝜔2¯

3𝛼2𝑎2𝑘5𝑇

8(coth(𝑘ℎ1) + 𝜌𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑘ℎ2))

)︂0.5

.

Отже, вираз для 𝜎 набуває дiйсних значень,
якщо

𝜔2 ≥ 3𝛼2𝑎2𝑘5𝑇

8(coth(𝑘ℎ1) + 𝜌𝑐𝑜𝑡ℎ(𝑘ℎ2))
. (14)

З умови (14) та дисперсiйного спiввiдношення
(3) отримаємо зв’язок мiж хвильовим числом 𝑘
та нелiнiйним параметром 𝛼, що вiдповiдає кри-
тичнiй частотi:

3𝛼2𝑎2𝑘4¯8𝑘2¯8
1− 𝜌

𝑇
= 0,

звiдки хвильове число визначається за форму-
лою

𝑘 =
4∓ 4

√︁
1− 3𝛼2𝑎2(1−𝜌)

2𝑇

3𝛼2𝑎2
. (15)

Отриманий результат (15) повнiстю узгоджує-
ться з дослiдженнями, проведеними в [1] i [5].
Зазначимо, що з (15) можна отримати розвине-
ння хвильового числа 𝑘 за малим параметром
𝛼.

Висновки та перспективи подальших
дослiджень

У роботi розглянуто задачу про поширення
слабконелiнiйних хвильових пакетiв у двоша-
ровiй гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим
дном — шар з кришкою» з використанням ме-
тоду багатомасштабних розвинень. Розглянуто
граничний випадок поширення хвильових паке-
тiв при навколокритичних хвильових числах. У
цьому випадку, частота центру хвильового па-
кета близька до нуля, i розвинення, отриманi
методом багатьох масштабiв, не можуть бути
застосованi для моделювання хвильових рухiв.
В результатi встановлено, що поширення хви-
льових пакетiв при хвильових числах, близьких
до критичного, описується нелiнiйним рiвнян-
ням Шредiнгера, що мiстить першу похiдну за
просторовою координатою та двi похiднi за ча-
совою координатою i яке може бути поширеним
на всi хвильовi числа. Отримано спiввiдноше-
ння мiж хвильовим числом та малим параме-
тром. У подальшому планується дослiдити по-
няття модуляцiйної стiйкостi (стiйкостi Бенджа-
мiна — Фейра) для випадку хвильових чисел,
близьких до критичного.
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V. Naradovyi

NONLINEAR PROPAGATION OF WAVE PACKETS AT
WAVE NUMBERS CLOSE TO THE CRITICAL ONE IN A
TWO-LAYER HYDRODYNAMIC SYSTEM OF FINITE

DEPTH

The problem of the propagation of weakly nonlinear wave packets in a two-layer hydrodynamic
system, ≪layer with a solid bottom — layer with a lid,≫ is considered. The method of multiple-scale
expansions (MSE) up to the third order is employed for investigation and analysis. This method allows
one to obtain the first approximations of the studied model, which are linear with respect to the unknown
functions that are the terms in the respective expansions. As a result, the evolution equation for the wave
packet envelope is derived in the form of a nonlinear Schrödinger equation. When the central frequency
of the wave packet is close to zero, the results obtained using MSE cannot be applied to model wave
motions in the studied system. The article examines the limiting case of wave packet propagation at
near-critical wave numbers. Based on the dispersion relation and solvability conditions for the second
and third approximations, it is established that the propagation of wave packets at wave numbers close
to the critical one is described by the nonlinear Schrödinger equation. The derived equation includes
the first spatial derivative and two temporal derivatives and can be extended to all wave numbers.
Additionally, a relation between the wave number and the small parameter is derived.

Keywords: internal waves, nonlinear Schrödinger equation, wave number.
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