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ГОТФРIД ЛЕЙБНIЦ I СТВОРЕННЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО ЧИСЛЕННЯ

У статтi розглядається внесок Готфрiда Вiльгельма Лейбнiца у створення диференцiально-
го числення в контекстi його фiлософської системи. Дослiджено взаємозв’язок мiж метафiзи-
чною концепцiєю монад та математичним поняттям нескiнченно малих величин. Проаналiзо-
вано публiкацiю «Nova methodus pro maximis et minimis» 1684 року як першу друковану працю з
диференцiального числення. Висвiтлено особливостi лейбнiцiвського пiдходу до математичного
аналiзу, його нотацiю та методологiю. Розглянуто iсторичну суперечку щодо прiоритету ви-
находу числення мiж Лейбнiцем та Ньютоном. Показано вплив фiлософських iдей Лейбнiца на
формування сучасного математичного аналiзу.

Ключовi слова: диференцiальне числення, монадологiя, нескiнченно малi величини, Nova
methodus, iсторiя математики, Лейбнiц.

Вступ

Створення диференцiального та iнтеграль-
ного числення в останнiй третинi XVII столiття
стало одним iз найвизначнiших досягнень в iсто-
рiї математики, що кардинально змiнило не ли-
ше математичну науку, а й природознавство за-
галом. Серед творцiв цього потужного матема-
тичного апарату особливе мiсце посiдає постать
Готфрiда Вiльгельма Лейбнiца (1646–1716) —
нiмецького фiлософа, математика, юриста та
дипломата, чий внесок у розвиток математично-
го аналiзу був нерозривно пов’язаний з його фi-
лософськими поглядами на природу реальностi.
На вiдмiну вiд свого сучасника Iсаака Ньюто-
на, який розробляв метод флюксiй переважно
для вирiшення фiзичних задач, Лейбнiц пiдi-
йшов до створення числення з позицiй унiвер-
сального методу пiзнання, що мав стати части-
ною його амбiтного проєкту «characteristica uni-
versalis» — унiверсальної мови науки [2].

Фiлософськi iдеї та математична
реалiзацiя цих iдей

Фiлософське пiдґрунтя математичних iнно-
вацiй Лейбнiца найяскравiше виявляється в йо-
го вченнi про монади — простi, неподiльнi суб-
станцiї, що становлять фундамент реальностi.
Монади, згiдно з Лейбнiцем, є справжнiми суб-
станцiями, позбавленими матерiального чи про-
сторового характеру, але надiленими внутрi-
шньою активнiстю — ентелехiєю, conatus або
nisus (прагненням), первинною силою та вну-
трiшнiм принципом змiни. Ця концепцiя мета-
фiзичної неподiльностi знайшла своє математи-
чне втiлення в поняттi нескiнченно малих вели-

чин — диференцiалiв, якi, подiбно до монад у
метафiзицi, були неподiльними «атомами» ма-
тематичного континууму. Лейбнiц вважав, що
нескiнченна кiлькiсть монад складає простiр,
який таким чином не є порожнiм, як стверджу-
вав Ньютон, а наповнений монадами, що, бу-
дучи неподiльними та не займаючи простору, є
основою для всього iншого через взаємодiю мiж
собою.

Математична реалiзацiя цих фiлософських
iдей почала оформлюватися в серединi 1670-х
рокiв, коли Лейбнiц, перебуваючи в Парижi та
спiлкуючись з видатними математиками того
часу, зокрема з Християном Гюйгенсом, почав
розробляти власний пiдхiд до аналiзу нескiн-
ченно малих. До 1677 року вiн уже мав цiлi-
сну систему, але не публiкував її до 1684 ро-
ку. Результатом цiєї багаторiчної роботи ста-
ла публiкацiя в жовтневому номерi лейпцизь-
кого журналу «Acta Eruditorum» статтi пiд на-
звою «Nova methodus pro maximis et minimis,
itemque tangentibus, quae nec fractas nec irrati-
onales quantitates moratur, et singulare pro illi
calculi genus» («Новий метод для максимумiв i
мiнiмумiв, а також дотичних, який не затриму-
ється нi на дробових, нi на iррацiональних ве-
личинах, i особливий для цього рiд числення»)
[3].

Ця перша друкована праця з диференцiаль-
ного числення, попри свою стислiсть — усього
шiсть з половиною сторiнок, написаних дещо не-
органiзовано та з численними друкарськими по-
милками — заклала основи нової математичної
дисциплiни.

У статтi Лейбнiц увiв диференцiал dx, що за-
довольняв правилам:
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d(x+ y) = dx+ dy, d(xy) = x dy + y dx, (1)

i проiлюстрував своє числення кiлькома при-
кладами. Два роки потому вiн опублiкував дру-
гу статтю «Про глибоко приховану геометрiю»,
в якiй увiв та пояснив символ

∫
f(x) dx для iнте-

грування. Саме ця нотацiя, на вiдмiну вiд флю-
ксiйного запису Ньютона, стала стандартною в
математичному аналiзi та використовується до-
нинi. Прийняття математичною спiльнотою но-
вого числення Лейбнiца не було миттєвим. Йо-
ганн Бернуллi у своїй автобiографiї згадував,
що вiн та його брат натрапили на коротку ста-
ттю Лейбнiца в Acta за 1684 рiк, де той «у ледь
п’яти чи шести сторiнках накреслив дуже неви-
разну iдею диференцiального числення, що було
скорiше загадкою, нiж поясненням; однак цього
було достатньо для нас, щоб зрозумiти весь се-
крет за кiлька днiв». Незважаючи на початковi
труднощi в розумiннi, метод Лейбнiца швидко
поширився континентальною Європою завдяки
його послiдовникам, особливо братам Бернуллi,
якi активно розвивали та популяризували нове
числення [2].

Фiлософськi основи лейбнiцiвського числен-
ня виявляються не лише в концепцiї нескiнчен-
но малих, а й у його розумiннi природи кон-
тинууму та нескiнченностi. Для Лейбнiца мате-
матика була не просто iнструментом для вирi-
шення практичних задач, а способом осягнення
глибинної структури реальностi. У його мате-
матичному мисленнi керували п’ять ключових
понять: calculus (числення), characteristic (хара-
ктеристика), ars inveniendi (мистецтво винахо-
ду), method (метод) та freedom (свобода). Чи-
слення для нього означало унiверсальнiсть та
плiднiсть — щось мало обчислюватися таким
чином, щоб зберiгалися однорiднiсть та справе-
дливiсть (iustitia) або симетрiя [3].

Особливо важливим є зв’язок мiж монадо-
логiєю Лейбнiца та його математичними кон-
цепцiями. Сучаснi дослiдження показують, що
монади мають положення через свої власнi тi-
ла, i навiть якщо власне розташованими є (про-
тяжнi) тiла, немає циркулярностi в твердженнi,
що протяжнiсть тiла випливає з взаємного роз-
ташування його частин. Ця iдея перегукується
з математичним розумiнням континууму як чо-
гось, що складається з нескiнченної кiлькостi
нескiнченно малих елементiв, кожен з яких має
своє «положення» в системi вiдношень.

Iсторична суперечка щодо прiоритету вина-
ходу числення мiж Лейбнiцем та Ньютоном, що
розгорiлася на початку XVIII столiття, стала
однiєю з найвiдомiших наукових полемiк в iсто-

рiї математики. Хоча Ньютон розробив свiй ме-
тод флюксiй ще в 1666 роцi у вiцi 23 рокiв, вiн
не публiкував його до 1737 року. Лейбнiц почав
працювати над своїм варiантом числення в 1674
роцi та опублiкував першу статтю в 1684 роцi.
Сьогоднi визнано, що обидва вченi незалежно
створили диференцiальне та iнтегральне числе-
ння, причому їхнi методи були глибоко рiзними
— Ньютон спирався бiльше на геометричну iн-
туїцiю та кiнематичнi проблеми, тодi як Лейбнiц
пiдходив до числення з алгебраїчної точки зору
[1].

Вплив лейбнiцiвського пiдходу на подаль-
ший розвиток математики важко переоцiнити.
Його нотацiя виявилася не лише зручнiшою за
ньютонiвську, а й бiльш придатною для подаль-
ших узагальнень. Сучаснi дослiдження основ
диференцiального числення Лейбнiца продов-
жують вiдкривати новi аспекти його матема-
тичної думки. У XX столiттi iдеї Лейбнiца про
нескiнченно малi величини отримали строге об-
ґрунтування в нестандартному аналiзi Абраха-
ма Робiнсона, що можна розглядати як запiзнi-
ле виправдання математичних мiркувань Лей-
бнiца.

Метафiзичнi коренi математики Лейбнiца
виявляються також у його концепцiї передвста-
новленої гармонiї. Подiбно до того, як двi син-
хронiзованi години показують однаковий час не
через взаємний вплив, а завдяки спiльнiй при-
чинi (налаштуванню годинникарем), монади дi-
ють узгоджено не через безпосередню взаємо-
дiю, а через передвстановлену гармонiю. Iдея
знайшла своє вiдображення в математичному
поняттi функцiональної залежностi, де змiни
однiєї величини закономiрно пов’язанi зi змiна-
ми iншої без необхiдностi фiзичної причинностi.
Лейбнiцiвське розумiння нескiнченностi та кон-
тинууму було тiсно пов’язане з його уявленням
про досконалiсть свiту. Вiн стверджував, що бу-
ло б великою втратою можливої досконалостi
дозволяти живим iстотам мати тiла лише на то-
му конкретному рiвнi агрегацiї, з яким ми фено-
менально знайомi, iдея «повноти буття» (pleni-
tude) знайшла математичне вираження в конце-
пцiї неперервностi функцiй та повноти числової
прямої. Для Лейбнiца математичний контину-
ум був не просто абстрактною конструкцiєю, а
вiдображенням метафiзичної структури реаль-
ностi, де кожна точка має своє унiкальне «мi-
сце» в системi вiдношень, подiбно до того, як
кожна монада має свою унiкальну «точку зору»
на унiверсум.



Федоровська К. П. Готфрiд Лейбнiц i створення диференцiального числення 5

Висновки

Створення диференцiального числення Го-
тфрiдом Лейбнiцем являє собою унiкальний
приклад плiдної взаємодiї фiлософської думки
та математичної творчостi. Його метафiзична
система монадологiї не просто супроводжувала
математичнi вiдкриття, але була їхньою конце-
птуальною основою, надаючи iнтуїтивне розумi-
ння природи нескiнченно малих величин та кон-
тинууму. Публiкацiя «Nova methodus» у 1684
роцi стала не лише початком нової ери в мате-
матицi, а й демонстрацiєю того, як глибокi фi-
лософськi iдеї можуть трансформуватися в по-
тужнi математичнi iнструменти. Iсторичне зна-

чення внеску Лейбнiца полягає не тiльки в те-
хнiчних досягненнях — створеннi зручної нота-
цiї та ефективних алгоритмiв, а й у формуван-
нi нового способу математичного мислення, де
аналiз нескiнченно малих став основою для ро-
зумiння змiн та руху. Його пiдхiд, на вiдмiну вiд
бiльш прагматичного методу Ньютона, вiдкрив
шлях до подальших узагальнень та абстракцiй,
що визначили розвиток математичного аналiзу
в наступнi столiття. Сучасне вiдродження iнте-
ресу до основ лейбнiцiвського числення та не-
стандартного аналiзу свiдчить про непересiчну
актуальнiсть його iдей для розумiння природи
математичного континууму та нескiнченностi.
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K. Fedorovska

GOTTFRIED LEIBNIZ AND THE CREATION OF
DIFFERENTIAL CALCULUS

The article examines Gottfried Wilhelm Leibniz’s contribution to the creation of differential calculus
within the context of his philosophical system. The relationship between the metaphysical concept
of monads and the mathematical notion of infinitesimals is investigated. The 1684 publication “Nova
methodus pro maximis et minimis” is analyzed as the first printed work on differential calculus. The
features of Leibniz’s approach to mathematical analysis, his notation and methodology are highlighted.
The historical controversy regarding the priority of the invention of calculus between Leibniz and Newton
is examined. The influence of Leibniz’s philosophical ideas on the formation of modern mathematical
analysis is demonstrated.

Keywords: differential calculus, monadology, infinitesimals, Nova methodus, history of mathemat-
ics, Leibniz.
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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI ПОШУКУ НЕРУХОМОЇ
ТОЧКИ ВIДОБРАЖЕННЯ В ПРОСТОРАХ
БАГАТОВИМIРНИХ ПОСЛIДОВНОСТЕЙ

У статтi розглянуто задачу пошуку нерухомої точки для вiдображень у просторах бага-
товимiрних послiдовностей. Автори формулюють i доводять основну теорему, що забезпечує
iснування та єдинiсть розв’язку рiвняння типу x̄ = h̄ + Ax̄, де A є лiнiйним оператором у
просторi Банаха з певними властивостями. В роботi введено систему пiвнорм, яка узгоджу-
ється з нормою простору та задовольняє умови монотонностi й обмеженостi. Використову-
ючи метод послiдовних наближень та аналiз збiжностi вiдповiдного ряду, доведено iснування
розв’язку задачi, а також отримано оцiнки для норми розв’язку. Особливу увагу придiлено дове-
денню обмеженостi оператора та унiкальностi розв’язку, що гарантує коректнiсть постановки
задачi. Запропонованi результати є розвитком класичних пiдходiв до задачi нерухомих точок у
новому контекстi багатовимiрних послiдовностей, що мають як теоретичну, так i прикладну
цiннiсть.

Ключовi слова: нерухома точка, лiнiйнi оператори, норма, пiвнорма.

Вступ

Проблема iснування та єдиностi нерухомих
точок вiдображень є фундаментальною у фун-
кцiональному аналiзi й має широке коло засто-
сувань у теорiї динамiчних систем, стохасти-
чних процесiв, оптимальному керуваннi та об-
числювальнiй математицi. Класичнi результа-
ти, починаючи вiд робiт Банаха [1], сформу-
вали основу сучасної теорiї нерухомих точок i
стали ключовими для розв’язання нелiнiйних
рiвнянь, задач оптимiзацiї та аналiзу iтерацiй-
них методiв. Подальший розвиток цiєї тематики
вiдображено у фундаментальних монографiях
Dugundji та Granas [2], а також у працях Kelley
[3], де викладено топологiчнi засади, необхiднi
для формулювання та доведення узагальнених
теорем про нерухомi точки.

Додатковий iмпульс дослiдженням надали
роботи, присвяченi аналiзу нескiнченних ма-
триць i просторiв послiдовностей [4], якi ство-
рили передумови для розширення теорiї на ба-
гатовимiрнi та структурованi простори. Цi пiд-
ходи виявилися особливо корисними у задачах
дискретизацiї рiвнянь математичної фiзики, що
призводять до багатовимiрних рiзницевих ана-
логiв диференцiальних рiвнянь. Отриманi рiв-
няння мають багато спiльного з тими, що роз-
глядалися у вiдомiй монографiї Брiллюена та
Пародi [5], присвяченiй поширенню хвиль у пе-
рiодичних структурах, зокрема у кристалiчних
ґратках.

Початково дослiдження фокусувалися на

процесах поширення хвиль тиску, теплових
хвиль та дифузiї у неоднорiдних середовищах.
Подальший розвиток обчислювальних можли-
востей електронно-обчислювальних машин дав
змогу вирiшувати складнi оберненi задачi сей-
смiки, радiолокацiї, томографiї. Точнiсть цих
задач iстотно залежить вiд розмiрностi просто-
ру: що бiльша розмiрнiсть, то точнiшими є ре-
зультати. При цьому внутрiшня структура роз-
рiджених матриць у великих системах дозволя-
ла робити висновки щодо їх розв’язностi.

Однак нове коло задач, зокрема у сферi шту-
чного iнтелекту, пов’язане з необхiднiстю робо-
ти iз заповненими матрицями, що оперують ве-
кторами з мiльйонами координат. Це зумовлює
актуальнiсть нових пiдходiв, основаних на вну-
трiшнiх властивостях вiдображень, якi не по-
требують застосування традицiйних метричних
характеристик, як-от стискання.

У цiй роботi дослiджується задача пошуку
нерухомої точки у просторах багатовимiрних
послiдовностей iз застосуванням системи пiв-
норм, узгодженої з нормою простору Банаха,
але стискання не передбачається. Запропонова-
ний результат є iншим пiдходом, нiж метод сти-
скаючих вiдображень.

Основний результат

Теорема. Нехай B — простiр Банаха, || · ||B
— норма в ньому, A — лiнiйний оператор в B.
Нехай також || · ||n, n ∈ Z, — злiченна система
пiвнорм в B, що має властивостi монотонно-
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стi й обмеженостi:

||x̄||n ≤ ||x̄||n+1;

lim
n→∞

||x̄||n = ||x̄||B ;
∀x̄ ∈ B. (1)

Нехай також знайдеться така додатна послi-
довнiсть чисел

{
α(l)

}
l∈Z, що α =

∑
l∈Z

α(l) < ∞

i для всiх n ∈ Z i кожного елемента x̄ ∈ B
виконується нерiвнiсть

||Ax̄||n ≤
n−1∑

l=−∞

α(l)||x̄||l. (2)

Тодi оператор A — обмежений, для будь-
якого h̄ ∈ B рiвняння

x̄ = h̄+Ax̄ (3)

має єдиний розв’язок у просторi B, i для нього
виконується оцiнка

||x̄||n ≤ e

n−1∑
l=−∞

α(l)

, n ∈ Z. (4)

Доведення. I. Покажемо що оператор A обме-
жений. Використовуючи обмеженiсть пiвнорм
i переходячи до границi у нерiвностi (1) за n,
отримаємо

||Ax̄||B ≤
∞∑

l=−∞

α(l)||x̄||l ≤ α||x̄||B . (5)

II. Доведемо iснування розв’язку рiвнян-
ня (3). Для цього скористаємося методом послi-
довних наближень. Нехай початкове наближен-
ня x̄(0) = h̄, тодi збiжнiсть iтерацiйного процесу
x̄(k) = h̄+Ax̄(k−1) еквiвалентна збiжностi ряду

x̄ = h̄+Ah̄+A2h̄+ · · ·+Akh̄+ · · · (6)

Оцiнимо елементи ряду (6). Покажемо, що

||Akx̄||n ≤ ||h̄||n

(
n−1∑

l=−∞
α(l)

)k

k!
. (7)

Доведення нерiвностi (7) проведемо методом
математичної iндукцiї за iндексом k. Нехай k =
= 1, тодi з монотонностi пiвнорм (1) i умови (2)
теореми для всiх h̄ ∈ B отримуємо

||Ah̄||n ≤
n−1∑

l=−∞

α(l)||h̄||l ≤ ||h̄||n
n−1∑

l=−∞

α(l).

Припустимо, що нерiвнiсть правильна для

деякого k. Доведемо її для k + 1 члена ряду:

||Ak+1h̄||n ≤
n−1∑

l=−∞

α(l)||Akh̄||l

≤ ||h̄||n
n−1∑

l=−∞

α(l)

(
n−1∑

l=−∞
α(l)

)k

k!
. (8)

Для зручностi введемо позначення

F (l) =

n∑
l=−∞

α(l),

тодi права частина нерiвностi (8) набуває вигля-
ду

||h̄||n
k!

n−1∑
l=−∞

(F (l))− F (l − 1))(F (l − 1))k

=
||h̄||n
k!

( n−1∑
l=−∞

F (l)(F (l − 1))k

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)
. (9)

Скористаємося вiдомою нерiвнiстю, що ви-
користовується при доведеннi нерiвностi Гель-
дера:

ab ≤ ap

p
+

bq

q
, (10)

де a, b, p, q > 0 i 1
p + 1

q = 1.
Покладемо p = k + 1, q = k+1

k i застосує-
мо (10) до кожного доданку першої з сум (9).
Отримаємо

||h̄||n
k!

( n−1∑
l=−∞

F (l)(F (l − 1))k

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)

≤ ||h̄||n
k!

(
1

k + 1

n−1∑
l=−∞

(F (l))k+1

+
k

k + 1

n−1∑
l=−∞

(F (l − 1))k+1

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)

≤ ||h̄||n
(k + 1)!

( n−1∑
l=−∞

F (l)k+1

−
n−1∑

l=−∞

(F (l − 1))k+1

)
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= ||h̄||n
(F (n− 1)k+1

(k + 1)!
.

Отже, нерiвнiсть (7) доведено,

||x̄||n =

∣∣∣∣∣∣∣∣h̄+

∞∑
k=1

Akh̄

∣∣∣∣∣∣∣∣
n

≤ ||h̄||n
(
1 +

∞∑
k=1

(F (n− 1))k

k!

)

= ||h̄||ne
n−1∑

k=−∞
α(l)

, n ∈ Z,

тобто ряд збiгається. Його сума є розв’язком
рiвняння (3). Для розв’язку рiвняння (3) вико-
нується оцiнка (4).

Покажемо, що iнших розв’язкiв немає, вiд
супротивного. Припустимо, що розв’язкiв два
x̄1 та x̄2. Тодi їхня рiзниця задовольняє одно-
рiдному рiвнянню

x̄ = Ax̄.

Покажемо, що за виконання умов теореми це
рiвняння має лише тривiальний розв’язок. За
умовою теореми послiдовнiсть {α(l)|}l∈Z суму-
ється абсолютно. Отже, для кожного ε ∈ [0; 1)
знайдеться такий номер m, що

m∑
l=−∞

α(l) = ε < 1

||x̄||m ≤
m−1∑
l=−∞

α(l)||x̄||l ≤ ε||x̄||m.

Звiдси ||x̄||m = 0 i внаслiдок монотонностi пiд-
норм для всiх l < m виконується ||x̄||l = 0. З ре-
курентних нерiностей (2) випливає, що ||x̄||B =
= 0 , а отже, x̄ = 0.

Теорему доведено.

Висновки

У статтi дослiджено задачу пошуку нерухо-
мої точки вiдображення в просторах багатови-
мiрних послiдовностей. Показано, що для ши-
рокого класу вiдображень, якi задовольняють
умови компактностi та неперервностi, iснують
достатнi умови розв’язностi задачi. Використа-
ння iтерацiйних методiв дозволяє не лише дове-
сти факт iснування нерухомої точки, а й побу-
дувати ефективну процедуру її вiдшукання.

Отриманi результати є ще одним констру-
ктивним пiдходом до розв’язання задач про по-
шук нерухомої точки вiдображень. Подальшi
дослiдження можуть бути спрямованi на роз-
ширення запропонованих пiдходiв для вiдобра-
жень у просторах зi змiнною структурою, а та-
кож на вивчення задач iз додатковими обмеже-
ннями, що мають прикладне значення у мате-
матичному моделюваннi.

Подяки

This work was partly supported by a grant from the Simons Foundation International [SFI-PD-
Ukraine-00014577, O.G.]

Список лiтератури

1. Banach S. Sur les opérations dans les ensembles
abstraits et leur application aux équations intégrales.
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Y. Honcharenko, V. Lyashko, A. Tymoshenko, R. Chornei

ON THE SOLVABILITY OF THE FIXED POINT PROBLEM
FOR MAPPINGS IN SPACES OF MULTIDIMENSIONAL

SEQUENCES

The article addresses the problem of finding fixed points for mappings in spaces of multidimensional
sequences. The authors formulate and prove a fundamental theorem establishing the existence and
uniqueness of a solution to the equation of the form x̄ = h̄+Ax̄, where A is a linear operator acting in
a Banach space endowed with a countable system of seminorms. These seminorms are consistent with
the norm of the space and satisfy monotonicity and boundedness conditions.

By applying the method of successive approximations, the convergence of the corresponding iterative
process is analyzed. The study demonstrates that the infinite series arising from the iterative scheme
converges, providing an explicit representation of the solution. Furthermore, norm estimates for the
solution are derived, showing that the operator under consideration is bounded. The uniqueness of the
solution is rigorously established by proving that the associated homogeneous equation admits only the
trivial solution under the stated assumptions.

The results presented in this paper extend the classical fixed-point theory into the framework of
multidimensional sequence spaces, thereby contributing both to the theory of functional analysis and to
applications. In particular, the developed approach is relevant for the study of discrete and continuous
dynamical systems, the analysis of stochastic processes, and the design of models in optimal control
theory, where identifying stationary states plays a central role.

Overall, the article provides a mathematically rigorous foundation for addressing solvability questions
in spaces with complex structures. It enriches the theoretical toolbox available for researchers working
on applied problems involving high-dimensional or structured state spaces, thereby opening perspectives
for further studies in modern analysis and its applications.

Keywords: fixed point, linear operators, norm, seminorm.
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ПРО ДЕЯКI ВЛАСТИВОСТI МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ
ФУНКЦIЙ

Дослiджуються достатнi умови показникiв λn та коєфiцiєнтiв Фур’є, при виконаннi яких
майже перiодичнi функцiї f(t) з простору Безиковича B2 неперервнi, неперервно-диференцiйовнi
та голоморфнi.

У випадку показникiв λn, що мають степеневу асимптотику λn = L(nα + εn), де L ∈ R1,
α > 0, εn → 0 при n → +∞ отримано аналог теореми Соболєва про вкладення.

Для показникiв λn, що за n → +∞ зростають повiльнiше довiльного додатного степеня n,
описано клас функцiй з простору Безиковича B2, що мають аналiтичне продовження у пiвпло-
щину Re s > a ≥ 0. До таких функцiй належить дзета-функцiя Рiмана ζ(s).

Для функцiй з B2, у яких показники λn прямують до нуля, встановленi достатнi умови
аналiтичного продовження до цiлих функцiй 1-го експоненцiального порядку.

Ключовi слова: майже перiодична, Бор, простiр Безиковича, дзета-функцiя Рiмана, ряд
Фур’є, ряд Дiрiхле, голоморфнiсть.

Якщо h(t) — сума двох неперервних перiо-
дичних функцiй f(t) i g(t) з неспiврозмiрними
перiодами p i q, то h(t) вже не перiодична. Ра-
зом з тим у деякому розумiннi h(t) лишається
близькою до перiодичної, або, як прийнято го-
ворити, майже перiодичною функцiєю.

За теоремою Кронекера [16], для довiльно-
го δ > 0, для неспiврозмiрних чисел p i q iснує
безлiч пар натуральних чисел m i n, таких, що
|mp− nq| < δ. Звiдси випливає, що число

τ =
1

2
(mp+ nq)

є для h(t) так званим майже перiодом, тобто

|h(t+ τ)− h(t)| < ε, ∀t ∈ R1.

Число ε > 0 в цiй оцiнцi можна зробити як зав-
годно малим завдяки вибору малого δ > 0 та
неперервностi функцiй f(t) i g(t).

Основи теорiї майже перiодичних функцiй
закладено в монографiях Г. Бора [2], Безико-
вича [1], Б. Левiтана [16] та iнших. Оскiльки
простори таких функцiй несепарабельнi, то їхнi
властивостi суттєво складнiшi за вiдповiднi вла-
стивостi перiодичних функцiй [10; 13]. З суча-
сним станом теорiї майже перiодичних функцiй
можна ознайомитись в оглядах [3; 6; 21].

У цiй роботi вивчаються достатнi умови, при
виконаннi яких гладкi вiдносно оператора ди-
ференцiювання майже перiодичнi функцiї з про-
стору Безиковича B2 є майже перiодичними за
Бором або аналiтичними майже перiодичними
функцiями. Дещо близькi питання розгляда-
лись в [20].

Нагадаємо, що за означенням Г. Бора непе-
рервна на R1 функцiя f(t) рiвномiрно майже пе-
рiодична, якщо для довiльного додатного ε > 0
iснує число l = l(ε), таке, що в кожному iнтер-
валi (a, a + l) iснує хоча б одне число τ , таке,
що

|f(t+ τ)− f(t)| < ε, ∀t ∈ R1.

Число τ називають ε майже перiодом функцiї
f(t). Надалi такi функцiї будемо називати май-
же перiодичними за Бором. З цього означення
випливає, що майже перiодичнi функцiї за Бо-
ром обмеженi та рiвномiрно неперервнi на R1.

Для визначення бiльш широкого класу май-
же перiодичних функцiй, а саме простору
Безиковича B2 [9] розглянемо множину Λ
всiх можливих скiнченних лiнiйних комбiнацiй
f(t) =

∑n
k=1 ake

iλkt уявних експонент

eiλt, λ ∈ R1 (1)

де ak ∈ C1, λk ∈ R1, n ∈ N.
Для функцiй f, g ∈ Λ визначимо скалярний

добуток

(f, g)B2 = lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

f(x)g(x) dx. (2)

Простiр Безиковича B2 є поповненням Λ вiд-
носно скалярного добутку (2). Простiр B2 є не-
сепарабельним гiльбертовим простором. Фун-
кцiї з B2 будемо надалi називати майже перi-
одичними за Безиковичем.

Система функцiй (1) утворює в просторi B2

континуальний ортонормований базис, оскiльки
для всiх λ, µ ∈ R1 таких, що λ ̸= µ

© Кашпiровський О. I., Митник Ю. В., 2025
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(eiλt, eiµt)B2 =

= lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T

eiλte−iµt dt =

= lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T

ei(λ−µ)t dt =

= lim
T→+∞

1

2T
· 1

i(λ− µ)
·

·
(
ei(λ−µ)T − e−i(λ−µ)T

)
=

= lim
T→+∞

sin
(
(λ− µ)T

)
(λ− µ)T

=

= lim
x→+∞

sinx

x
= 0.

Вiдповiдно при λ = µ маємо

(eiλt, eiµt)B2 =

= lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

eiλteiλt dt =

= lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

dt = 1.

Таким чином:

(eiλt, eiµt)B2 = δλµ =

{
0, якщо λ ̸= µ,

1, якщо λ = µ.

Кожна функцiя f(t) з B2 розкладається у
ряд Фур’є за функцiями eiλt iз системи (1)

f(t) =
∑
λ∈R1

aλe
iλt, aλ = aλ(f) = (f, eiλt)B2 .

Для кожної функцiї f ∈ B2 у цьому рядi не
бiльш нiж злiченна кiлькiсть доданкiв. Отже,
ряд (1) для кожної функцiї з B2 має вигляд

f(t) =

+∞∑
k=1

ake
iλkt, (3)

де {λk}k∈N — деяка послiдовнiсть попарно рi-
зних дiйсних чисел

∑+∞
k=1 |ak|2 < +∞.

Для того, щоб функцiя f(t) була майже перi-
одичною за Бором, достатньо, щоб її ряд Фур’є
(3) збiгався абсолютно.

На многовидi Λ визначимо диференцiальний
оператор

Ã = i
d

dt
.

Покажемо, що цей оператор симетричний на Λ.
Нехай f(t) i g(t) довiльнi функцiї з Λ. Тодi, про-
iнтегрувавши частинами, отримаємо

T∫
−T

(
i
d

dt
f(t)

)
g(t) dt =

= i

T∫
−T

f ′(t)g(t) dt =

= ∆(f,g, T )− i

T∫
−T

f(t)g′(t) dt =

= ∆(f,g, T ) +

T∫
−T

f(t)ig′(t) dt,

де ∆(f, g, T ) = i(f(T )g(T )− f(−T )g(−T )).

Оскiльки уявнi експоненти eiλt мають одини-
чнi модулi, то з нерiвностi Кошi–Буняковського
отримаємо:

|∆(f, g, T )| = 2max
t∈R1

∣∣∣f(t) g(t)∣∣∣ =
= max

t∈R1

∣∣∣∣∣
(

n∑
k=1

ake
iλkt

)
·

(
n∑

k=1

bke
iλkt

)∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
n∑

k=1

|ak|2
) 1

2

·

(
n∑

k=1

|bk|2
) 1

2

=

= ∥f∥B2 · ∥g∥B2 .

Звiдси випливає, що

lim
T→+∞

1

2T
∆(f, g, T ) = 0,

а отже, i симетричнiсть оператора Ã, тобто
(Ãf, g)B2 = (f, Ãg)B2 .

Оскiльки експоненти (3) — власнi функцiї
оператора Ã (тобто Ãeiλt = λeiλt, для кожно-
го λ ∈ R1), оператор Ã допускає самоспряжене
розширення A, для якого область визначення
D(A) складається з усiх функцiй f(t) iз просто-
ру B2, для яких коефiцiєнти ak розкладу в ряд
Фур’є задовольняють умову

+∞∑
k=1

|λk|2 · |ak|2 < +∞. (4)

Звiдси випливає, що для m ∈ N належнiсть f ∈
∈ B2 до D(Am) означає

+∞∑
k=1

|λk|2m · |ak|2 < +∞. (5)
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Видiлимо в просторi Безиковича B2 сепара-
бельний пiдпростiр T -перiодичних функцiй f(t),
для яких f(t + T ) = f(t), де T > 0 — фi-
ксоване число. Цей пiдпростiр можна отото-
жнити з сепарабельним гiльбертовим просто-
ром L2(0, T ), оскiльки скалярний добуток (2) на
T -перiодичних функцiях збiгається зi скаляр-
ним добутком у L2(0, T )

(f, g)L2(0,T ) =
1

T

T∫
0

f(t) g(t) dt.

Звуження AT оператора A на L2(0, T ) має орто-
нормований власний базис{

e
2πint

T

}
n∈Z

:

AT e
2πint

T = i
d

dx
e

2πint
T = −2π

T
ne

2πint
T .

Область визначення D(AT ) збiгається з части-
ною простору Соболєва W 1

2 [0, T ] [4] зi скаляр-
ним добутком

(f, g)W 1
2 [0,T ] = (f, g)L2[0,T ] + (f ′, g′)L2[0,T ];

D(AT ) утворює в просторi Соболєва W 1
2 [0, T ]

замкнений пiдпростiр корозмiрностi 1. Згiдно з
теоремою про вкладення [11] функцiї D(AT ) ⊂
W 1

2 [0, T ] абсолютно неперервнi.
Наступна теорема узагальнює теорему Собо-

лєва про вкладення на функцiї f ∈ B2, для яких
послiдовнiсть показникiв {λn}n∈Z має степеневу
асимптотику

|λn| = Lnα(1 + εn), L, α > 0. (6)

Теорема 1. Якщо показники λn, n ∈ Z функцiї
f(t) мають за n → +∞ асимптотику (6) i f ∈
∈ D(Am), m > 1

2α , то ряд Фур’є функцiї f(t)
є рiвномiрно збiжним, а f(t) є майже перiоди-
чною за Бором.
Доведення. Оцiнимо зверху залишок ряду
Фур’є

rN (f, t) =
∑

|n|>N

ane
−iλnt

для функцiї f ∈ D(Am) за допомогою нерiвностi
Кошi—Буняковського:

|rN (f, t)| ≤

≤
( ∑
|n|>N

λ2m
n |an|2

) 1
2 ·
( ∑
|n|>N

1

λ2m
n

) 1
2 =

= ∥Amf∥B2 · (
∑

|n|>N

1

λ2m
n

) 1
2 .

Сума
+∞∑

|n|>N

1

|λn|2m

прямує до нуля за N → +∞, оскiльки внаслi-
док (6) її можна оцiнити зверху залишком суми
збiжного ряду

C ·
+∞∑

n=N+1

1

n2αm
,

константа C залежить вiд m,L, α та max
n∈Z

|εn|,

2αm > 2α · 1

2α
= 1.

Таким чином, ряд Фур’є функцiї f(t) є рiвно-
мiрно i абсолютно збiжним на R1, а отже фун-
кцiя f(t) є майже перiодичною за Бором. Тео-
рему доведено.

Для iлюстрацiї доведеної теореми розгляне-
мо функцiю

f(t) =

+∞∑
n=1

1

n
6
5

e−in
1
6 t.

Ця функцiя майже перiодична за Безиковичем,
оскiльки

∥f∥2B2 =

+∞∑
n=1

|an|2 =

+∞∑
n=1

( 1

n
6
5

)2
= ζ
(12
5

)
< +∞.

f(t) майже перiодична за Бором, оскiльки вона
оцiнюється зверху збiжним рядом

|f(t)| ≤
+∞∑
n=1

1

n
6
5

= ζ
(6
5

)
< +∞.

Показники λn = n
1
6 мають за n → +∞ асим-

птотику (6) з параметрами α = 1
6 , L = 1, εn = 0.

Визначимо, за яких m f ∈ D(Am).

∥f∥2B2 =

+∞∑
n=1

(
n

m
6

1

n
6
5

)2
=

+∞∑
n=1

n
m
3 − 12

5 .

Цей ряд є збiжним, якщо m
3 − 12

5 < −1. Звiдси
отримаємо 0 < m < 21

5 .
Оскiльки

1

2α
=

1

2 · 1
6

= 3 <
21

5
,

то для f(t) справедлива теорема 1 за m = 4.
Доведена теорема буде також справедливою

i для функцiй, майже перiодичних за Безикови-
чем, якщо послiдовнiсть модулiв їхнiх показни-
кiв |λn| зростає за |n| → +∞ швидше, нiж до-
вiльний додатний степiнь |n|. Так, за показникiв

λn = Lqn(1 + εn), (7)
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де n ∈ N, q > 1, L ∈ R1, L ̸= 0, εn → 0
за n → ∞ для f ∈ D(A) маємо

+∞∑
n=1

|anqn|2 < +∞, |an| < Cq−n

за деякого C > 0. Звiдси випливає абсолютна
збiжнiсть ряду Фур’є такої функцiї та вiдповiд-
но її майже перiодичнiсть за Бором.

Для вказаних показникiв типу (7) ряд Фур’є

f(t) =

+∞∑
n=1

1

n2
eiλnt

рiвномiрно збiгається до майже перiодичної за
Бором функцiї, яка неперервна, але недиферен-
цiйована функцiєю, як i вiдома функцiя Веєр-
штраса [19]

w(t) =

+∞∑
n=1

aneiq
nt,

де q > 1 > a > q−1.
Розглянемо майже перiодичнi функцiї з B2,

у яких послiдовнiсть показникiв λn прямує до
нескiнченностi повiльнiше будь-якого додатного
степеня n. Належнiсть такої функцiї до перети-
ну

+∞⋂
m=1

D(Am)

областей визначення всiх натуральних степенiв
оператора A не є достатньою умовою її непе-
рервностi. Необхiдною (але не достатньою) умо-
вою майже перiодичностi за Бором є аналiти-
чнiсть цiєї функцiї вiдносно оператора A в B2,
тобто збiжнiсть ряду

+∞∑
n=1

∥Anf∥σn < +∞

за деякого додатнього σ [7; 12; 14] й iснування
аналiтичного продовження в комплексну пло-
щину.

Обмежимось розглядом майже перiодичних
функцiй f(s), s = σ + it, аналiтичних у деякiй
пiвплощинi σ ≥ σ0. Нагадаємо, що голоморфну
в пiвплощинi σ ≥ σ0 функцiю f(s) називають
аналiтичною майже перiодичною функцiєю [16],
якщо для довiльного додатного ε > 0 iснує таке
l(ε), що в кожному iнтервалi (a, a+ l(ε)), a ∈ R1

iснує хоча б одне число τ , таке, що

|f(s+ iτ)− f(s)| < ε

для усiх s iз пiвплощинi Re s = σ ≥ σ0. Вiдпо-
вiдно, за кожного фiксованого σ ≥ σ0 функцiя

f(σ+it) майже перiодична за Бором за змiнною
t. До того ж число τ — майже перiод одночасно
для всiх σ ≥ σ0.

Для аналiтичних у пiвплощинi Re s ≥ σ0

майже перiодичних функцiй розглядають роз-
винення в ряд Дiрiхле

f(s) =

+∞∑
n=1

ane
−λns =

+∞∑
n=1

ane
−λn(it+σ),

де λn — монотонно зростаюча послiдовнiсть до-
датних чисел.

За кожного фiксованого σ ≥ σ0 ряд Дiрiхле
можливо переформатувати в ряд Фур’є функцiї
f(σ + it):

f(σ + it) =

+∞∑
n=1

bn(σ)e
iλnt, bn(σ) = ane

−λnσ.

Для послiдовностi показникiв λn = lnn ряди Дi-
рiхле

+∞∑
n=1

ane
−s lnn =

+∞∑
n=1

ann
−σ · n−it

збiгаються до аналiтичної майже перiодичної
функцiї f(s) у пiвплощинi Re s ≥ σ0, якщо чи-
словий ряд

+∞∑
n=1

an
nσ0

збiгається абсолютно.
До таких функцiй вiдносять дзета-функцiю

Рiмана [18]:

ζ(s) =

+∞∑
n=1

1

ns
.

Її ряд Дiрiхле абсолютно збiгається у вiдкритiй
пiвплощинi Re s > 1. Отже, ζ(s) — аналiтична
майже перiодична функцiя в замкнутих пiвпло-
щинах Re s ≥ 1 + ε, ε > 0.

За Re s = σ ∈
(
1
2 , 1
]
, функцiя ζ(s) майже пе-

рiодична за Безиковичем за змiнною t = Im s,
оскiльки ряд квадратiв модулiв коефiцiєнтiв
Фур’є за σ > 1

2 збiжний:

+∞∑
n=1

1

n2σ
= ζ(2σ) < +∞.

Оскiльки в точцi s = 1 функцiя Рiмана має
полюс 1-го порядку [18], то для дослiдження
ζ(s) за 0 < σ ≤ 1 Л. Ойлер помножив ζ(s) на цi-
лу перiодичну функцiю η(s) = 1− 21−s. Оскiль-
ки η(1) = 0, для добутку ζ̃(s) = η(s)ζ(s) точка
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s = 1 виявилася регулярною точкою. Ряд Дiрi-
хле для ζ̃(s) має вигляд:

ζ̃(s) =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

ns
. (8)

Цей ряд абсолютно збiжний за σ > 1. Покаже-
мо, що (8) умовно збiжний за 0 < σ ≤ 1. За
s = 1 й 0 < σ ≤ 1 маємо збiжний знакозмiнний
ряд Лейбнiца. Зробимо в рядi (8) перегрупува-
ння

ζ̃(s) = −
+∞∑
k=1

(
(2k)−s − (2k − 1)−s

)
. (9)

Доданками в рядi (9) є рiзницi ∆k значень
комплекснозначної функцiї u−s дiйсної змiнної
u в точках u = 2k i u = 2k − 1, k = 1,+∞.

Оскiльки

d

du

(
u−s

)
=− su−s−1 =

=− su−σ−1 (cos(t lnu)− i sin(t lnu)) ,

то, застосувавши до дiйсних та уявних частин
цих рiзниць теорему Лагранжа, отримаємо для
них оцiнки:

|∆k| ≤ 2|s| · k−σ−1. (10)

Оскiльки σ + 1 > 1, то ряд (9) абсолютно
збiжний за σ > 0, а ряд (8) умовно збiжний за
0 < σ ≤ 1. За 0 < σ ≤ 1 ряди (8) i (9) збiгаю-
ться в смузi 0 < σ ≤ 1 нерiвномiрно, тому що
множник |s| в оцiнцi (10) необмежений, але збi-
жнiсть рядiв (8) й (9) рiвномiрна на компактних
пiдмножинах смуги 0 < σ ≤ 1. Звiдси випливає,
що в смузi 0 < σ ≤ 1 функцiї ζ(s) i ζ̃(s) не май-
же перiодичнi за Бором, проте вони голоморфнi
у цiй смузi.

У наступнiй теоремi властивостi ζ̃(s) уза-
гальненi на досить широкий клас голоморфних
майже перiодичних функцiй.
Теорема 2. Для довiльної строго монотон-
но зростаючої послiдовностi додатних чисел
{λn}n∈N, λn → +∞ ряд Дiрiхле

+∞∑
n=1

(−1)ne−λns (11)

умовно збiгається у пiвплощинi Re s > 0 до го-
ломорфної функцiї φ(s). Ця збiжнiсть рiвно-
мiрна в секторах

| arg(s− ε)| ≤ θ, 0 ≤ θ <
π

2
, ε > 0.

Крiм того:

а) Якщо

lim
n→+∞

λn

lnn
= α > 0,

то за σ > 1
2α функцiя φ(σ + it) за змiн-

ною t майже перiодична за Безиковичем.
А в пiвплощинах σ > 1

α + ε, ∀ε > 0 ряд
(11) збiгається абсолютно й рiвномiрно,
а φ(s) — аналiтична майже перiодична
функцiя.

б) Якщо

lim
n→+∞

λn

lnn
= +∞,

то для будь-якого ε > 0 ряд (11) збiга-
ється абсолютно й рiвномiрно в пiвпло-
щинi σ > ε. У цiй пiвплощинi φ(s) є ана-
лiтичною майже перiодичною функцiєю.

в) Якщо

lim
n→+∞

λn

lnn
= 0,

то для усiх s, таких, що σ > 0, ряд (11) є
розбiжним абсолютно, i за кожного σ >
> 0 функцiя φ(σ+ it) не є майже перiоди-
чною за Безиковичем.

Доведення. За s = ε, ε довiльне мале додатне
число, ряд (11)

φ(ε) =

+∞∑
n=1

(−1)ne−λnε

є альтернуючим рядом Лейбнiца, а отже є умов-
но збiжним. Тодi за узагальненням теореми
Абеля на випадок рядiв Дiрiхле [17] ряд (11)
умовно збiгається в пiвплощинi Re s > 0. У ко-
жному секторi

| arg(s− ε)| ≤ θ, 0 ≤ θ <
π

2

збiжнiсть є рiвномiрною.
Враховуючи, що ε > 0 довiльне, маємо умов-

ну збiжнiсть у пiвплощинi Re s > 0.
Для доведення пунктiв а)–в) оцiнимо моду-

лi доданкiв e−λns ряду (11) й дослiдимо його на
абсолютну збiжнiсть i збiжнiсть суми квадратiв
його модулiв.

У випадку а) для достатньо великих n

λn > (α− ε) lnn, ε > 0,

|e−λns| ≤ e−σ(α−ε) lnn = n−σ(α−ε).

Тодi за σ > 1
2α й достатньо малого ε > 0, й де-

якого C > 0

|e−λns| ≤ Cn−σ(α−ε) ≤ Cn− 1
2−ε1 ,
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де ε1 > 0. Звiдси випливає збiжнiсть ряду

+∞∑
n=1

|e−λns|2 < +∞.

Отже, за σ > 1
2α функцiя φ(σ + it) є май-

же перiодичною за Безиковичем за змiнною t.
Аналогiчно, за σ > 1

α отримаємо:

|e−λns| ≤ Cn−1−ε1 .

Тодi в пiвплощинi σ > 1
α ряд (11) абсолютно

збiжний, у пiвплощинах σ > 1
2α + ε збiжнiсть

рiвномiрна, а φ(s) — аналiтична майже перiо-
дична функцiєю.

У випадку б) за великих n i довiльного M >
> 0

λn > M lnn.

Тодi для σ < ε, де ε — як завгодно мале до-
датнє число, будемо мати

|e−λns| < Cn−1−ε1

за деяких додатних C > 0 i ε1 > 0.
Тодi ряд (11) абсолютно збiжний у пiвпло-

щинi σ > 0. До того ж для будь-якого ε > 0 у
пiвплощинах σ > ε збiжнiсть рiвномiрна, а φ(s)
— аналiтична майже перiодична функцiя.

У пунктi в) навпаки за великих n i довiльних
малих ε > 0 маємо

λn < ε lnn.

Звiдси випливає, що за довiльних σ > 0, iснують
додатнi константи C i ε1 > 0, такi, що

|e−λns| ≥ Cn− 1
2+ε1 .

Звiдси випливає абсолютна розбiжнiсть ряду
(11) у пiвплощинi Re s > 0, а також розбiжнiсть
суми квадратiв модулiв членiв ряду (11). Отже,
за жодного σ > 0 функцiя φ(s) не майже перiо-
дична за Безиковичем. Теорему доведено.

У розглянутих ранiше закладах майже перi-
одичнi за Безиковичем функцiї є голоморфними
або мероморфними. Так, ζ(s) має один простий
полюс [18]:

ζ(s) =
1

s− 1
+ ζ0(s),

де ζ0(s) — цiла функцiя вiд s. Похiднi

ζ(m)(s) =
(−1)mm!

(s− 1)m+1
+ ζ

(m)
0 (s), m ∈ N

мають у точцi σ = 1 полюс m + 1-го порядку.
Розвинення в ряд Дiрiхле для ζ(m)(s) має ви-
гляд

ζ(m)(s) =

+∞∑
n=2

(− lnn)m

ns
.

З цього розвинення випливає, що за всiх нату-
ральних m i Re s > 1

2 похiднi ζ(m)(s) є майже
перiодичними за Безиковичем, а за σ = Re s >
> 1 аналiтичними майже перiодичними функцi-
ями. Така властивiсть, очевидно, зберiгається й
за зсуву аргументу вздовж уявної вiсi, тобто для
функцiй ζ(s− ia) i ζ(m)(s− ia), a ∈ R1.

Нехай {tj}j=0,+∞ — послiдовнiсть попарно
рiзних дiйсних чисел, яка скрiзь щiльна в R1.
Розглянемо ряд з функцiями ζ(s− tj)

Φ(s) =

+∞∑
j=0

3−jζ(s− itj), (12)

якому вiдповiдає ряд Дiрiхле

φ(s) =

+∞∑
n=1

k(n) · n−s, де k(n) =

∞∑
j=0

3−j · nitj .

Оскiльки
∑+∞

j=1 3
−j =

1

2
, то

1

2
≤ |k(n)| ≤ 3

2

для усiх натуральних n. Звiдси випливає збi-
жнiсть за нормою B2 ряду (12) за Re s > 1

2 i
абсолютна збiжнiсть за Re s > 1.

У смузi 1
2 < Re s < 1 i пiвплощинi Re s > 1 су-

ма ряду Φ(s) — голоморфна функцiя. Оскiльки
в точках 1 − itj функцiї ζ(s − itj) мають про-
стий полюс i точки 1− itj утворюють на прямiй
Re s = 1 скрiзь щiльну множину, то за набли-
ження значень s до цiєї прямої значення Φ(s)
необмежено зростають:

lim
σ→+1

Φ(σ + it) = ∞.

Звiдси випливає, що за пiдходi до прямої
Re s = 1 функцiя Φ(s) має границю в класi уза-
гальнених функцiй [5]. Внаслiдок цього, на всiй
прямiй Re s = 1 функцiя Φ(1 + it) є узагаль-
неною сингулярною функцiєю, оскiльки не має
жодної точки неперервностi. Отже, ми отрима-
ли узагальнену сингулярну функцiю, яка одно-
часно майже перiодична за Безиковичем. Похi-
днi Φ(m)(1 + it), m ∈ N у сенсi теорiї узагальне-
них функцiй [8] також будуть належати до B2.

Iншого типу цiкавi явища маємо за дослi-
дженнi майже перiодичних функцiй з показни-
ками λn, якi монотонно прямують до нуля. За
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великих n уявнi експоненти eiλnt системи (1) ма-
ють асимптоти

eiλnt = 1 + εn(t), де

εn(t) = iλnt+O((λnt)
2).

Оскiльки послiдовнiсть εn(t) прямує до нуля
рiвномiрно за t ∈ [−A,A] за кожного A > 0, то
на цих iнтервалах ряди Фур’є

+∞∑
n=1

ane
iλnt

будуть збiгатися або розбiгатися одночасно iз
числовим рядом

∑+∞
n=1 an.

Якщо показники λn функцiї f ∈ B2 моно-
тонно прямують до нуля, то й усi її похiднi
f (m),m ∈ N також належать до B2, причому ря-
ди Фур’є для похiдних

f (m)(t) = im
+∞∑
n=1

anλ
m
n eiλnt

збiгаються швидше, нiж ряд Фур’є самої f(t). У
той же час ряд Фур’є первiсної вiд f

+∞∑
n=1

anλ
−1
n eiλnt

збiгається повiльнiше, нiж її ряд Фур’є.
Так, наприклад, за λn = 1

n майже перiоди-
чна за Безиковичем функцiя

h(t) =

+∞∑
n=1

1

n
e

it
n

за t = 0 має розбiжний ряд Фур’є, оскiльки
утворений з її коефiцiєнтiв числовий ряд є гар-
монiйним рядом

+∞∑
n=1

1

n
= +∞.

Виявляється, що ряди Фур’є похiдних

h(m)(t) = im
+∞∑
n=1

1

nm+1
e

it
n

збiгаються абсолютно на усiй дiйснiй осi. Збi-
жнiсть є рiвномiрною на компактах з R⊮.

Оскiльки

h(m)(0) = im
+∞∑
n=1

1

nm+1
= imζ(m+ 1)

i за m ≥ 2

1 < ζ(m+ 1) < ζ(2) =
π2

6
< 2,

то h′(t) має аналiтичне продовження в компле-
ксну площину до цiлої функцiї першого порядку
i має розвинення в ряд Тейлора

h′(s) =

+∞∑
n=1

imζ(m+ 1)

(m− 1)!
sm−1

в околi точки s = 0 з нескiнченним радiусом
збiжностi.

Звiдси випливає, що й сама функцiя має ана-
лiтичне продовження до цiлої функцiї першого
порядку [15; 17], ряд Тейлора якої має вигляд

h(s) = h(0) +

+∞∑
n=1

imζ(m+ 1)

m!
sm,

де значення h(0) невiдоме.
У наступному твердженнi описано достатньо

широкий клас функцiй типу h(t).
Теорема 3. Якщо для функцiї f ∈ B2 показни-
ки λn функцiї монотонно прямують до нуля й
мають за великих n степеневу асимптотику

λn = Ln−α(1 + εn), (13)

де α > 0, L вiдмiнна вiд нуля дiйсна констан-
та, εn → 0 за n → +∞, то функцiя f має ана-
лiтичне продовження до цiлої функцiї першого
порядку.
Доведення. Для функцiї f ∈ B2 з показниками
λn, що задовольняють асимптотицi (13), за

m >
1

2α
(14)

ряди Фур’є, що вiдповiдають похiдним

f (m)(x) = im
+∞∑
n=1

anλ
m
n e−iλnx

є абсолютно збiжними, оскiльки з нерiвностi
Кошi-Буняковського будемо мати∣∣∣∣∣im

+∞∑
n=1

anλ
m
n e−iλnx

∣∣∣∣∣ ≤
≤

(
+∞∑
n=1

λ2m
n

) 1
2

·

(
+∞∑
n=1

|an|2
) 1

2

≤

≤ CLm

(
+∞∑
n=1

1

n2αm

) 1
2

· ∥f∥B2 =

= CLm (ζ(2αm))
1
2 · ∥f∥B2 ,
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де C > 0 — деяка константа. Отже, функцiя
f(x) нескiнченно диференцiйовна й за m > 1

2α її
похiднi f (m)(x) рiвномiрно обмеженi геометри-
чною прогресiєю вiдносно m:

∣∣f (m)
∣∣ < C1L

m.
Звiдси випливає, що f (m0)(x) (m0 — найменше
значення m, для якого виконується (14)) має
аналiтичне продовження до цiлої функцiї пер-
шого порядку [15; 17]. У такому разi сама фун-
кцiя f(x) також буде цiлою функцiєю першого
порядку. Теорему доведено.

Якщо показники λn функцiї f ∈ B2 монотон-
но прямують до нуля повiльнiше n−α для усiх
α > 0, тобто 0 < λn < Cn−α, де C > 0 зале-
жить вiд α, то ряди Фур’є для f(t) й для усiх
її похiдних можуть розбiгатися. Таке має мiсце,
наприклад, за λn = 1

lnn , n ≥ 2, для функцiї

f(t) =

+∞∑
n=2

e
it

lnn

√
n lnn

.

Цей ряд Фур’є та ряди Фур’є усiх похiдних

f (m)(t) = im
+∞∑
n=2

e
it

lnn

√
n(lnn)m+1

розбiжнi.
Наостанок наведемо приклади майже перiо-

дичних функцiй двох змiнних, якi подiбнi роз-

глянутiй перед теоремою 3 цiлiй функцiї h(s) i
дзета-функцiї Рiмана ζ(s):

µ(s1, s2) =

+∞∑
n=1

e
s1
n

ns2
, (15)

µ̃(s1, s2) =

+∞∑
n=1

(−1)n
e

s1
n

ns2
. (16)

Ряди (15) i (16) збiгаються абсолютно за
Re s1 ≥ 0 i Re s2 > 1, причому µ(0, s2) = ζ(s2),
µ̃(0, s2) = ζ̃(s2), µ(s1, 1) = h(s1).

За Re s1 ≥ 0 i 0 < Re s2 ≤ 1 ряд (16) збi-
гається умовно. Оскiльки (s− 1)ζ(s), ζ̃(s) i h(s)
цiлi функцiї, то (s− 1)µ(s1, s2) i µ̃(s1, s2) — цiлi
функцiї двох змiнних. Цi функцiї задовольня-
ють диференцiальному рiвнянню з частинною
похiдною за змiнною s1 та зсувом за аргумен-
том s2:

∂u(s1, s2)

∂s1
= u(s1, s2 + 1).

Автори висловлюють щиру подяку члену-
кореспонденту НАН України А.Н. Кочубею за
кориснi зауваження i поради.
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ON SOME PROPERTIES OF ALMOST PERIODIC
FUNCTIONS

This paper explores conditions for exponents λn and coefficients of Fourier series which, if satisfied,
guarantee that the almost periodic function f(t) from Besikovich space B2 is continuous, smooth and
holomorphic.

For those exponents λn with polynomial asymptotics, λn = L(nα + εn), where L ∈ R1, α >
> 0, εn → 0 as n → +∞ the alternative for Sobolev embedding theorem is derived.

The paper also describes class of functions that can be analytically continued to half-plane Re s >
> a ≥ 0 from Besikovich space B2 with exponents λn which grow slower than nc for arbitrary c > 0 as
n → +∞. This class also includes Riemann zeta function ζ(s).

For functions from B2 with λn → 0 as n → +∞ sufficient conditions required to analytically
continued them to entire functions of exponential first order.

Keywords: almost periodicity, Bohr, Besikovich space, Riemann zeta function, Fourier series,
Dirichle series, holomorphness.
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СПЕКТРАЛЬНI ВIДНОВЛЮВАЛЬНI ЧИСЛА ГРАФIВ
C3 + e ТА K4 − e

У статтi дослiджено обернену спектральну задачу для зважених графiв. Розглянуто про-
блему вiдновлення додатних ваг ребер графа за спектрами його iндукованих пiдграфiв. Основну
увагу придiлено знаходженню точного значення спектрального вiдновлювального числа Srn(G)
для графiв Srn(C3 + e) та Srn(K4 − e) — мiнiмальної кiлькостi спектрiв iндукованих пiдграфiв,
необхiдних для однозначного вiдновлення всiх ваг ребер графа.

Отриманi результати завершують визначення спектральних вiдновлювальних чисел для всiх
зв’язних графiв порядку не бiльш як чотири. Вони можуть бути використанi для подальших
дослiджень обернених спектральних задач та розробки алгоритмiв вiдновлення ваг на ребрах
графiв.

Ключовi слова: спектр графа, власнi числа, оберненi спектральнi задачi, зважений граф.

Вступ

Спектральна теорiя графiв є сучасним на-
прямом математики, що поєднує алгебраїчнi,
комбiнаторнi та геометричнi методи для вивче-
ння структурних властивостей графiв (див. [1]).
Її активний розвиток зумовлений широким ко-
лом застосувань у рiзних галузях науки — вiд
хiмiї, фiзики та бiологiї до iнформатики, еко-
номiки й соцiальних наук (див. [2]–[4]). Спе-
ктральнi характеристики графiв використову-
ються, зокрема, у задачах розпiзнавання стру-
ктур, кластеризацiї даних, аналiзу мережевої
динамiки та моделювання складних систем, у
машинному навчаннi для покращення роботи
згорткових нейронних мереж (див. [3]).

Важливою складовою спектральної теорiї є
оберненi спектральнi задачi, якi передбачають
вiдновлення структури або параметрiв графа на
основi спектральної iнформацiї. Зокрема, цi за-
дачi можна формулювати як вiдновлення ма-
трицi сумiжностi (або ваг ребер) за спектрами
самої матрицi чи її пiдматриць (див. [5]–[8]). З
оглядом обернених спектральних задач можна
ознайомитися за роботою [7].

Особливий iнтерес становлять оберненi зада-
чi для зважених графiв, де на множинi ребер
задано додатну функцiю ваг. У статтi [10] було
вперше введено поняття спектрального вiднов-
лювального числа графа Srn(G), а також отри-
мано точнi значення цього числа для деяких
класiв графiв, зокрема для ланцюга (Srn(An) =
= 2 при n ≥ 3) та зiрки (Srn(K1,n) = n). У
роботi [11] знайдено значення цього числа для
циклiв C3 (Srn(C3) = 3) та C4 (Srn(C4) = 4), у
в статтi [12] — для графа K4 (Srn(K4) = 6).

Дослiдження [13], [14] надали верхнi оцiн-

ки Srn(G) для дерев та унiциклiчних графiв
через кiлькiсть висячих вершин. Проте навiть
для графiв невеликого порядку точне визначе-
ння Srn(G) залишається складною задачею че-
рез її нелiнiйний характер i високу чутливiсть
цього параметра до структури графа.

Метою цiєї роботи є знаходження точних
значень спектрального вiдновлювального числа
для графiв C3+e (paw graph) та K4−e (diamond
graph). Використанi методи ґрунтуються на уза-
гальненiй теоремi Захса та аналiзi характери-
стичних многочленiв iндукованих пiдграфiв.

Отриманi результати можуть стати основою
для подальших дослiджень, спрямованих на ви-
значення Srn(G) для ширших класiв графiв.

Основнi означення та твердження

У цiй статтi пiд термiном граф розумiємо
впорядковану пару G = (V,E), де V — непо-
рожня множина вершин, а E — довiльна пiд-
множина множини всiх невпорядкованих пар рi-
зних елементiв з V .

Надалi використовуємо такi позначення:
E(G) — множина ребер графа G, V (G) — мно-
жина його вершин, (u, v) — ребро, що сполучає
вершини u i v. Кiлькiсть вершин графа нази-
вають його порядком. У цiй роботi розглядаємо
лише графи скiнченного порядку.
Означення 1. Зваженим графом G назива-
ють впорядковану пару (G,w), де G — граф, а
w : E → (0,+∞) — вагова функцiя, яка кожно-
му ребру e ∈ E ставить у вiдповiднiсть додатне
число w(e).

Зважений граф G зручно зображати у ви-
глядi дiаграми графа G, приписуючи над ко-
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жним ребром e його вагу w(e). У подальшому
слово «зважений» часто опускатимемо, якщо з
контексту зрозумiло, що йдеться саме про зва-
жений граф.

З кожним графом G = (G,w) та нумерацiєю
його вершин натуральними числами вiд 1 до n,
де n — порядок графа, пов’язують матрицю
сумiжностi A(G) = (aij)

n
i,j=1, елементи якої

визначаються за правилом (через wij позначає-
ться значення ваги ребра (i, j)):

aij =

{
wij , якщо вершини i та j сумiжнi,
0, iнакше.

Означення 2. Спектром графа G називають
мультимножину власних значень його матрицi
сумiжностi. Позначають як σ(G).

Зауважимо, що спектр зваженого графа не
залежить вiд нумерацiї вершин i є його iнварi-
антом.

Для характеристичного многочлена графа
G будемо використовувати позначення

PG(λ) = det(λI −A(G)).

Для формулювання узагальненої теореми
Захса введемо необхiднi означення та позначен-
ня (див. [9], [13]).

Лiнiйним пiдграфом графа G називають пiд-
граф, компоненти зв’язностi якого є лише па-
ри сумiжних вершин (разом iз ребром, що їх
з’єднує) та простi цикли. Позначимо його через
Hk, де k — кiлькiсть вершин у цьому пiдграфi.

Пiд вагою компоненти зв’язностi, що є па-
рою сумiжних вершин {i, j}, розумiємо w2

ij , а
пiд вагою компоненти, що є простим циклом, —
добуток значень wij по всiх ребрах циклу (i, j).

Введемо позначення: r(Hk) — кiлькiсть ком-
понент зв’язностi лiнiйного пiдграфа Hk; c(Hk)
— кiлькiсть компонент, що є циклами; w(Hk) —
вага Hk, тобто добуток ваг усiх його компонент.

Теорема 1 (Узагальнена теорема Захса, див.
теорему 2.5.2. в [13]). Нехай

PG(λ) =

n∑
k=0

ckλ
n−k = λn+c1λ

n−1+c2λ
n−2+· · ·+cn

— характеристичний многочлен графа
G = (G,w). Тодi виконуються рiвностi:
1. c1 = 0;
2. c2 = −

∑
e∈E(G)

w(e)
2;

3. ck =
∑
{Hk}

(−1)r(Hk)2c(Hk)w(Hk), для k =

= 1, . . . , n,
де сума береться по всiх лiнiйних пiдгра-
фах Hk графа G.

Нагадаємо, що iндукований пiдграф графа G
— це пiдграф, утворений пiдмножиною вершин
графа G разом з усiма ребрами, що сполучають
цi вершини.
Означення 3. Зважений граф G1 = (G1, w1)
називають iндукованим пiдграфом зваженого
графа G = (G,w), якщо G1 є iндукованим пiд-
графом G, i для будь-якого ребра e ∈ E(G1)
виконується рiвнiсть w1(e) = w(e).

Розглянемо таку обернену спектральну за-
дачу для зважених графiв. Нехай задано граф
G i потрiбно однозначно вiдновити вагову фун-
кцiю w зваженого графа G = (G,w) за спе-
ктрами певних його iндукованих пiдграфiв. Iна-
кше кажучи, необхiдно, щоб за значеннями спе-
ктрiв вибраних пiдграфiв ваги на ребрах графа
G визначалися однозначно для будь-якої вагової
функцiї w. Спектр iндукованого пiдграфа нази-
ватимемо пiдспектром.

Зауважимо, що задача вiдновлення ваг за
спектрами пiдграфiв еквiвалентна задачi вiд-
новлення за характеристичними многочленами
цих пiдграфiв, оскiльки за спектром зваженого
графа однозначно вiдновлюється його характе-
ристичний многочлен i навпаки.
Означення 4. Спектральне вiдновлювальне
число Srn(G) — це мiнiмальна кiлькiсть iндуко-
ваних пiдграфiв G, таких, що за спектрами вiд-
повiдних зважених iндукованих пiдграфiв мо-
жна однозначно вiдновити вагову функцiю зва-
женого графа G.

Обернена спектральна задача для графа
C3 + e

Дослiдимо задачу вiдновлення ваг для гра-
фа C3 + e та доведемо таку теорему.

Теорема 2. Srn(C3 + e) = 3.

Доведення. Для зручностi як множину вершин
оберемо множину {1, 2, 3, 4} та позначимо ва-
ги на ребрах графа через a1, a2, a3, a4 згiдно з
рис.1.

Рис. 1. Зважений граф C3 + e

Спочатку вкажемо трiйку iндукованих пiд-
графiв, за спектрами яких можна однозначно
визначити всi ваги ребер графа C3+e для будь-
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якої вагової функцiї w:

C3 + e,A3,A2.

Через A3 позначено iндукований пiдграф iз
множиною вершин {1, 2, 3}, а через A2 — iнду-
кований пiдграф iз множиною вершин {1, 2}.

За узагальненою теоремою Захса (Теорема
1) характеристичнi многочлени графа C + e та
його вибраних iндукованих пiдграфiв мають та-
кий вигляд:
PA2

(λ) = λ2 − a21;
PA3

(λ) = λ3 − (a22 + a24)λ;
PC3+e(λ) = λ4−(a21+a22+a23+a24)λ

2−2a1a2a3λ+
+ a21a

2
4.

Тодi ми можемо послiдовно вiдновити значе-
ння усiх ваг a1, a2, a3, a4 за значеннями коефiцi-
єнтiв цих характеристичних полiномiв. Споча-
тку знайдемо значення ваги a1 за коефiцiєнтом
−a21, потiм за коефiцiєнтом a21a

2
4 знайдемо вагу

a4, далi за коефiцiєнтом −(a22+a24) знайдемо ва-
гу a2 та потiм за коефiцiєнтом −(a21+a22+a23+a24)
знайдемо вагу a3.

Таким чином, усi ваги графа C3 + e можуть
бути однозначно визначенi за трьома пiдспе-
ктрами, отже, доведено таку нерiвнiсть:

Srn(C3 + e) ≤ 3.

Перейдемо до другої частини доведення Те-
ореми 2.

Розглянемо всi типи наборiв, що складаю-
ться з двох рiзних iндукованих пiдграфiв C3+e,
з точнiстю до iзоморфiзму графiв, та для ко-
жного такого набору пiдграфiв покажемо, що їх
спектрiв недостатньо для однозначного вiднов-
лення вагової функцiї w зваженого графа C3+e.

Через C3 позначається цикл довжини 3, а
через Ak — ланцюг довжини k − 1. Число, яке
стоїть перед позначенням графа, вказує на кiль-
кiсть таких графiв у наборi.

Маємо такi 8 типiв наборiв:
1. C3 + e;
2. C3 + e, A3;
3. C3 + e, A2;
4. C3, A3;
5. C3, A2;
6. 2A3;
7. A3, A2;
8. 2A2.

Проаналiзуємо кожен тип набору та наведе-
мо приклади двох рiзних вагових функцiй для
графа C3+e, для яких є рiвними характеристи-
чнi полiноми вiдповiдних вибраних iндукованих

пiдграфiв. Таким чином, ми доведемо, що двох
пiдспектрiв недостатньо для однозначного вiд-
новлення ваг графа C3+e. Очевидно, що з цьо-
го випливатиме, що i одного пiдспектра також
недостатньо.

1. C3+e, C3. Для набору пiдграфiв першо-
го типу наведемо приклад двох рiзних наборiв
ваг:

• a1 = a, a2 = b, a3 = c, a4 = d,
• a1 = a, a2 = c, a3 = b, a4 = d,
a, b, c, d — довiльнi додатнi числа такi, що
b ̸= c.
Характеристичнi полiноми графiв C3+e, C3

для цих двох наборiв ваг будуть рiвними вiд-
повiдно, оскiльки цi графи переходять один в
одного при перестановцi вершин 1 та 2, а як вi-
домо, спектр графа є його iнварiантом i не за-
лежить вiд нумерацiї його вершин.

2. C3 + e, A3. Без обмеження загальностi
можемо розглянути варiант вибору ланцюга A1

3

з множиною вершин {1, 3, 4}, оскiльки iнший ви-
падок розглядається аналогiчно.

Розглянемо такi два рiзнi набори ваг:
• a1 = 2, a2 =

√
2
√
3 + 3, a3 =

√
2
√
3− 3,

a4 = 1,
• a1 = 1, a2 = a3 = 4

√
12, a4 = 2.

Характеристичнi полiноми графiв C3+e, A3

для цих двох наборiв ваг будуть рiвними вiдпо-
вiдно, оскiльки значення виразiв a21+a22+a23+a24,
a1a2a3, a21a24 та a22+a24 для вказаних двох наборiв
ваг є рiвними вiдповiдно.

3. C3+e, A2. Iснують два принципово рiзнi
варiанти вибору ланцюга A2.

1. Ланцюг A2 з множиною вершин {1, 2} або
{3, 4}. У цьому випадку розглянемо той самий
приклад з двома рiзними наборами ваг, що i для
першого типу набору iндукованих пiдграфiв.

2. Ланцюг A2 з множиною вершин {1, 3} або
{2, 3}. Оскiльки цi випадки аналогiчнi, то ро-
глянемо перший з них. Наведемо приклад двох
рiзних наборiв ваг:

• a1 = a2 = a3 = a4 = 1,

• a1 =
√
2, a2 = 1, a3 = a4 =

√
2

2
,

a, b, c — довiльнi додатнi числа такi, що a ̸= b.
Для цих двох наборiв ваг характеристичнi

полiноми графiв C3+e, A2 будуть рiвними вiд-
повiдно.

4. C3, A3. Без обмеження загальностi мо-
жемо розглянути варiант вибору ланцюга A1

3 з
множиною вершин {1, 3, 4}, оскiльки iнший ви-
падок розглядається аналогiчно.

Розглянемо такi два рiзнi набори ваг:
• a1 = a, a2 = b, a3 = c, a4 = d,
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• a1 = c, a2 = b, a3 = a, a4 = d,

a, b, c, d — довiльнi додатнi числа такi, що

a ̸= c.

Характеристичнi полiноми графiв C3, A3

для цих двох наборiв ваг будуть рiвними вiдпо-
вiдно, оскiльки зваженi графи C3 для першого
та другого набору ваг переходять один в одно-
го при перестановцi вершин 1 та 3, а графи A3

мають одну й ту саму вагову функцiю.

5. C3, A2. Очевидно, що у разi вибору в ро-
лi графа A2 ланцюга з множиною вершин {1, 2},
{1, 3} або {2, 3}, вага ребра {3, 4} буде невизна-
ченою.

Якщо ж як A2 обрано ланцюг з множиною
вершин {3, 4}, то можемо розглянути той самий
приклад з двома рiзними наборами ваг, що i для
першого типу набору iндукованих пiдграфiв.

Отже, однозначне вiдновлення усiх ваг гра-
фа C3 + e за пiдспектрами такого типу набору
двох iндукованих пiдграфiв неможливе.

6. 2A3; 7. A3, A2; 8. 2A2. Для усiх та-
ких типiв наборiв очевидно, що вагу принаймнi
одного ребра графа C3 + e неможливо визначи-
ти.

Розглянуто та проаналiзовано всi можливi
типи наборiв, що складаються з двох рiзних
iндукованих пiдграфiв C3 + e. Показано, що
за спектрами жодного з таких наборiв пiдгра-
фiв неможливо однозначно вiдновити ваги всiх
ребер графа C3 + e. Отже, Srn(C3 + e) > 2.
Оскiльки водночас доведено, що Srn(C3 + e) ≤
≤ 3, маємо Srn(C3 + e) = 3. Таким чином,
Теорему 2 доведено.

Обернена спектральна задача для графа
K4 − e

Також дослiдимо задачу вiдновлення ваг для
графа K4 − e та доведемо теорему про спе-
ктральне вiдновлювальне число графа K4 − e.

Теорема 3. Srn(K4 − e) = 4.

Доведення. Як множину вершин для зручностi
оберемо множину {1, 2, 3, 4} та позначимо ва-
ги на його ребрах через a1, a2, a3, a4, a5 згiдно
з рис. 2.

Рис. 2. Зважений граф K4 − e

Спочатку доведемо, що Srn(K4 − e) ≤ 4.
Для цього достатньо вказати четвiрку iн-

дукованих пiдграфiв, за спектрами яких мо-
жна однозначно визначити всi ваги ребер графа
K4− e для будь-якої вагової функцiї w. Це така
четвiрка:

K4 − e,C1
3,A

1
3,A

1
2.

Позначення C1
3, A1

3 та A1
2 вiдповiдають iндуко-

ваним пiдграфам з множинами вершин {1, 2, 4},
{1, 2, 3} та {1, 2} вiдповiдно.

Знайдемо за узагальненою теоремою Захса
(Теорема 1) характеристичнi многочлени графа
K4−e та його вибраних iндукованих пiдграфiв:
PA1

2
(λ) = λ2 − a21;

PA1
3
(λ) = λ3 − (a21 + a22)λ;

PC1
3
(λ) = λ3 − (a21 + a24 + a25)λ− 2a1a4a5;

PK4−e(λ) = λ4 − (a21 + a22 + a23 + a24 + a25)λ
2 −

2(a1a4a5 + a2a3a5)λ+ a21a
2
3 + a22a

2
4 − 2a1a2a3a4.

Спочатку за PA1
2
(λ) вiдновлюємо значення

ваги a1. Потiм за PA1
3
(λ) знаходимо вагу a2.

Далi за значеннями коефiцiєнтiв −(a21+a24+a25)
та −(a21 + a22 + a23 + a24 + a25) полiномiв PC1

3
(λ) та

PK4−e(λ) визначаємо вагу a3. За коефiцiєнтами
−2a1a4a5 та −2(a1a4a5 + a2a3a5) цих полiномiв
та значеннями a2, a3 знаходимо значення ваги
a5. Насамкiнець за коефiцiєнтом −2a1a4a5 та
значеннями a1, a5 визначаємо вагу a4.

Таким чином, усi ваги графа K4 − e можуть
бути однозначно вiдновленi за чотирма пiдспе-
ктрами, тому доведено нерiвнiсть

Srn(K4 − e) ≤ 4.

Перейдемо до доведення неможливостi одно-
значного вiдновлення ваг графа K4 − e за трьо-
ма пiдспектрами. З цього випливатиме, що й
меншої кiлькостi пiдспектрiв також недоста-
тньо.

Розглянемо всi можливi типи наборiв, якi
складаються з трьох рiзних iндукованих пiдгра-
фiв K4 − e, з точнiстю до iзоморфiзму графiв.

Маємо 14 типiв таких наборiв:
1. K4 − e, 2C3;
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2. K4 − e, C3, A3;
3. K4 − e, 2A3;
4. K4 − e, C3, A2;
5. K4 − e, A3, A2;
6. K4 − e, 2A2;
7. 2C3, A3;
8. 2C3, A2;
9. C3, 2A3;

10. C3, 2A2;
11. C3, A3, A2;
12. 2A3, A2;
13. A3, 2A2;
14. 3A2.

Розглянемо усi типи наборiв та наведемо
приклади двох рiзних вагових функцiй для гра-
фа K4−e, для яких вiдповiдно рiвнi характери-
стичнi полiноми вибраних iндукованих пiдгра-
фiв, а отже i вiдповiднi спектри рiвнi.

1. Проаналiзуємо спочатку набори з трьох
iндукованих пiдграфiв першого, другого, тре-
тього, сьомого, дев’ятого та дванадцятого типiв.

Оскiльки iншi випадки повнiстю аналогiчнi,
то без обмеження загальностi можна вважати,
що у другому типi набору обрано iндукованi пiд-
графи C1

3 та A1
3 з множинами вершин {1, 2, 4}

та {1, 2, 3} вiдповiдно. Також для сьомого та
дев’ятого типiв набору будемо вважати, що як
пiдграфи A3 та C3 обрано A1

3 та C1
3 вiдповiдно.

Для дванадцятого типу набору можна вва-
жати, що як пiдграф A обрано iндукований пiд-
граф A5

2 з множиною вершин {2, 4}, оскiльки в
iншому випадку вага a5 залишиться невизначе-
ною.

Наведемо приклад двох рiзних наборiв ваг:
• a1 = a2 = a, a3 = a4 = b, a5 = c,
• a1 = a2 = b, a3 = a4 = a, a5 = c,

a, b, c — довiльнi додатнi числа такi, що a ̸= b.
Нескладно переконатися, що характеристи-

чнi полiноми зважених графiв K4 − e рiвнi для
наведених двох наборiв ваг полiному

PK4−e(λ) = λ4 − (2a2 + 2b2 + c2)λ2 − 4abcλ+
+ a4 + b4 − 2a2b2.

Характеристичнi полiноми двох iндукованих
пiдграфiв, що є циклами довжини 3, також рiвнi
мiж собою для обох наборiв ваг та рiвнi такому
полiному:

PC3
(λ) = λ3 − (a2 + b2 + c2)λ2 − 2abc.

Також рiвнi мiж собою характеристичнi по-
лiноми двох iндукованих пiдграфiв, що є лан-
цюгами довжини 2, для обох наборiв ваг, вони
рiвнi такому полiному:

PA3(λ) = λ3 − (a2 + b2)λ.
Отже, вiдновити ваги графа K4 − e за спе-

ктрами вибраних вище наборiв iндукованих пiд-

графiв неможливо. Для iнших типiв наборiв бу-
демо лише вказувати потрiбнi приклади двох рi-
зних вагових функцiй, обґрунтування неможли-
востi однозначного вiдновлення ваг аналогiчнi
до наведеного вище.

2. Дослiдимо набiр четвертий типу:
K4 − e, C3, A2.
Без обмеження загальностi можна вважати,

що обрано iндукований пiдграф C1
3 з множиною

вершин {1, 2, 4}.
Iснують два принципово рiзнi варiанти вибо-

ру ланцюга A2.
1. Ланцюг A2, що є пiдграфом C1

3. У цьому
випадку наведемо такий приклад двох рiзних
наборiв ваг:

• a1 = a3 = a4 = a, a2 = b, a5 = c,
• a1 = a2 = a4 = a, a3 = b, a5 = c,
де a, b, c — довiльнi додатнi числа такi, що

a ̸= b.
2. Ланцюг A2, що не є пiдграфом C1

3. У цьо-
му випадку розглянемо такi два рiзнi набори
ваг:

• a1 = a2 = a3 = a, a4 = b, a5 = c,
• a2 = a3 = a4 = a, a1 = b, a5 = c,
a, b, c — довiльнi додатнi числа такi, що a ̸= b.

5. Проаналiзуємо набiр п’ятого типу:
K4 − e, A3, A2.
Без обмеження загальностi можна вважати,

що обрано iндукований пiдграф A1
3 з множиною

вершин {1, 2, 3}.
Iснує два принципово рiзнi варiанти щодо ви-

бору ланцюга A2.

1. Ланцюг A2, що мiстить вершину 2. Для
цього варiанта розглянемо такi два рiзнi набори
ваг:

• a1 = a2 = a3 = a, a4 = b, a5 = c,
• a1 = a2 = a4 = a, a3 = b, a5 = c,
a, b, c — довiльнi додатнi числа такi, що a ̸= b.

2. Ланцюг A2, що не мiстить вершину 2. То-
дi наведемо такий приклад двох рiзних наборiв
ваг:

• a1 = a3 = a4 = a, a2 = b, a5 = c,
• a2 = a3 = a4 = a, a1 = b, a5 = c,
a, b, c — довiльнi додатнi числа такi, що a ̸= b.

4. Проаналiзуємо набiр шостого типу:
K4 − e, 2A2.

Розглянемо всi можливi варiанти вибору
двох пiдграфiв A2.

1. Якщо обрано пiдграф A5
2 з множиною вер-

шин {2, 4} та пiдграф, що мiстить вершину 2 або
вершину 4. Оскiльки цi випадки аналогiчнi, то
без обмежень загальностi, розглянемо випадок
вибору A1

2 з множиною вершин {1, 2}.
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Для цього варiанта наведемо приклад двох
рiзнi наборiв ваг:

• a1 = a2 = a4 = a5 = a, a3 = b,
• a1 = a3 = a4 = a5 = a, a2 = b,
a, b — довiльнi додатнi числа такi, що
a ̸= b.
2. Якщо обрано два пiдграфи A, що мають

спiльну вершину, окрiм тих випадкiв, якi роз-
глянути у першому варiантi. Достатньо розгля-
нути два випадки: обранi пiдграфи A з множи-
нами вершин {1, 2} та {1, 4} або {1, 2} та {2, 3}.
Iншi випадки аналогiчнi.

Для цих випадкiв розглянемо такi два рiзнi
набори ваг:

• a1 = a2 = a4 = a5 = a, a3 = b,
• a1 = a2 = a3 = a5 = a, a4 = b,
a, b — довiльнi додатнi числа такi, що
a ̸= b.

3. Якщо обрано два пiдграфи A, що не
мають спiльної вершини. Достатньо розгляну-
ти один випадок, оскiльки iнший аналогiчний:
обранi пiдграфи A з множинами вершин {1, 2}
та {3, 4}.

Наведемо приклад двох рiзних наборiв ваг:
• a1 = a3 = a, a2 = b, a4 = d, a5 = c, a5 = e,
• a1 = a3 = a, a2 = d, a4 = b, a5 = c, a5 = c,
a, b, c, d — довiльнi додатнi числа такi, що
b ̸= d.

5. Аналiз набору 2C3, A2 восьмого типу
проводиться аналогiчно до аналiзу набору че-
твертого типу: варто розглянути такi самi варi-
анти вибору ланцюга A2 та набори ваг.

6. Проаналiзуємо набiр одинадцятого типу:
C3, A3, A2.
Без обмеження загальностi можна вважати,

що обрано пiдграфи C1
3 та A1

3 з множинами вер-
шин {1, 2, 4} та {1, 2, 3} вiдповiдно. Також мо-
жна вважати, що як пiдграф A2 обрано A3

2 з
множиною вершин {3, 4}, оскiльки в iншому ви-
падку неможливо вiдновити значення ваги a3.

Наведемо приклад двох рiзних наборiв ваг:
• a1 = a, a2 = b, a3 = c, a4 = d, a5 = e,
• a1 = a, a2 = b, a3 = e, a4 = d, a5 = c,

a, b, c, d, e — довiльнi додатнi числа такi, що
d ̸= e.

7. Для наборiв останнiх двох типiв —
A3, 2A2 або 3A2 — очевидно, що вагу принайм-
нi одного ребра графа K4− e неможливо визна-
чити.

Розглянуто всi можливi типи наборiв, що
складаються з трьох рiзних iндукованих пiдгра-
фiв графа K4 − e. Для наборiв кожного типу
наведено приклади двох рiзних вагових фун-
кцiй, за яких вiдповiднi зваженi пiдграфи ма-
ють однаковi характеристичнi полiноми, а отже,
й однаковi спектри. Це доводить, що за трьома
пiдспектрами неможливо однозначно вiдновити
ваги всiх ребер графа K4 − e.

Отже, Srn(K4 − e) > 3.
Водночас показано, що чотирьох пiдспектрiв

достатньо для повного вiдновлення всiх ваг ре-
бер, тобто Srn(K4 − e) ≤ 3.

Таким чином, маємо Srn(K4 − e) = 4.
Теорему 3 доведено.

Висновки

У цiй роботi дослiджено обернену спектраль-
ну задачу для зважених графiв та визначено
точнi значення спектральних вiдновлювальних
чисел для графiв C3 + e та K4 − e.

Застосовуючи узагальнену теорему Захса,
побудовано характеристичнi многочлени вiдпо-
вiдних зважених графiв та їхнiх iндукованих
пiдграфiв. Показано, що за трьома або чотир-
ма пiдспектрами вiдповiдно можна однозначно
вiдновити всi ваги ребер, тодi як за меншої кiль-
костi пiдспектрiв вiдновлення є неоднозначним.

Отриманi результати завершують визначе-
ння спектральних вiдновлювальних чисел для
всiх зв’язних графiв порядку не бiльш як чо-
тири. Вони створюють основу для подальших
дослiджень обернених спектральних задач i мо-
жуть бути використанi пiд час розроблення ал-
горитмiв вiдновлення додатних ваг ребер у зва-
жених графах.
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SPECTRAL RECONSTRUCTION NUMBERS OF GRAPHS
C3 + e AND K4 − e

This paper investigates an inverse spectral problem for weighted graphs. The problem under consid-
eration concerns the reconstruction of edge weights from the spectra of induced subgraphs. We focus
on determining the spectral reconstruction number Srn(G), defined as the minimal number of spectra
of induced subgraphs required to uniquely recover all edge weights of a weighted graph G.

The main contribution of this work is the exact determination of the spectral reconstruction number
for the paw graph C3 + e and the diamond graph K4 − e.

The obtained results complete the determination of spectral reconstructive numbers for all connected
graphs of order at most four. They can be used for further research on inverse spectral problems and
for developing algorithms to reconstruct edge weights in graphs.

Keywords: spectra of graph, eigenvalues, inverse spectral problems, weighted graph, subgraphs of
graph.
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ПОТОЧНЕ ПРОГНОЗУВАННЯ ВВП ЗА ДОПОМОГОЮ
МОДЕЛЕЙ ФАКТОРIВ ЗI ЗМIШАНОЮ ЧАСТОТОЮ

ДЛЯ УКРАЇНСЬКИХ РЕГIОНIВ

Своєчасна оцiнка регiональної економiчної активностi є ключовою для прийняття обґрунто-
ваних рiшень та реагування на кризовi ситуацiї, особливо в економiках, де офiцiйна статисти-
ка публiкується iз суттєвими затримками. В Українi данi про валовий регiональний продукт
(ВРП) оприлюднюються лише один раз на рiк iз запiзненням до 16 мiсяцiв, що значно ускладнює
монiторинг економiчної ситуацiї в реальному часi. У цьому дослiдженнi запропоновано модель
Mixed-Frequency Factor-Augmented Vector Autoregression (MF-FAVAR) для теперiшнього прогнозу-
вання (nowcasting) квартального зростання ВРП для київського регiону шляхом поєднання рi-
чних, квартальних i мiсячних показникiв.

Запропонована структура iнтегрує традицiйнi макроекономiчнi статистичнi показники з
високочастотними цифровими сигналами, отриманими з Google Trends, що дає змогу вiдсте-
жувати змiни у споживчих настроях та поведiнкових патернах. Цi цифровi iндикатори ви-
ступають проксi змiн у споживчих настроях, намiрах щодо витрат i очiкуваннях на ринку
працi, надаючи додаткову iнформацiю порiвняно з офiцiйною статистикою, що публiкується
iз затримкою. Зменшення розмiрностi даних здiйснюється за допомогою сучасних методiв фа-
кторної екстракцiї, розроблених для неповних i неузгоджених наборiв даних, зокрема Expectati-
on–Maximisation Principal Component Analysis (EMPCA), Bayesian PCA (BPCA) та Singular Value
Decomposition Imputation (SVDI). Рiчний ряд ВРП було перетворено на квартальний за допомо-
гою методу Дентона–Шолетта, що забезпечує узгодженiсть з офiцiйними пiдсумками.

Емпiричнi результати показують, що факторна екстракцiя на основi EMPCA забезпечує
найстабiльнiшi та найточнiшi коротко-, середньо- та довгостроковi прогнози. Зокрема, EMPCA
досягає найменших значень середньоквадратичної похибки прогнозу (RMSFE) та безперервного
рангового ймовiрнiсного показника (CRPS), що пiдтверджує її стiйкiсть у умовах обмежених
i зашумлених даних. Отриманi результати свiдчать, що моделi зi змiшаною частотою та
факторною структурою є ефективним iнструментом для регiонального nowcasting за умов не-
стачi даних, що робить їх особливо релевантними для перехiдних i кризових економiк, таких,
як Україна.

Ключовi слова: MF-FAVAR, FAVAR, поточне прогнозування, EMPCA, GRP, RMSE, MAPE,
Google Trends.

Вступ

Своєчасний монiторинг регiональної еконо-
мiчної активностi набуває дедалi бiльшої ваги
в сучасних макроекономiчних дослiдженнях та
у сферi формування економiчної полiтики. У
перiоди структурної нестабiльностi чи кризо-
вих явищ, зокрема пiд час вiйни, що триває в
Українi, традицiйнi статистичнi системи зазна-
ють суттєвих затримок у публiкацiї даних, що
iстотно ускладнює оцiнювання економiчної ди-
намiки в режимi реального часу. Так, офiцiй-
на статистика валового регiонального продукту
(ВРП) в Українi оприлюднюється з лагом до 16
мiсяцiв пiсля звiтного року, залишаючи органи
державного управлiння, бiзнес та наукову спiль-
ноту без актуальних iндикаторiв локальної еко-

номiчної динамiки.
Задля подолання цього iнформацiйного роз-

риву у сучасних прогнозних системах активно
застосовують методи nowcasting. У концептуалi-
зацiї Баньбура та iн. (2011, 2013)[1; 2], nowcasti-
ng означає використання неповних та асинхрон-
них потокiв даних для оцiнювання поточного
стану економiки. Iнтегруючи високочастотнi iн-
дикатори — щомiсячнi або щотижневi статисти-
чнi показники, результати опитувань чи цифро-
вi поведiнковi метрики, — такi моделi надають
своєчаснi сигнали економiчної активностi ще до
оприлюднення офiцiйних релiзiв. Подiбнi пiдхо-
ди особливо цiннi для економiк, що стикаються
з обмеженiстю даних, частими ревiзiями або пе-
рервами у статистичному спостереженнi.

У контекстi українських регiонiв цi викли-
© Дрiнь C. С., Журавльова A. Д., Крюкова Г. В., 2025
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ки проявляються особливо гостро. Обмежена
довжина часових рядiв, асинхроннiсть публiка-
цiї показникiв та структурнi злами, зумовленi
вiйною, зумовлюють необхiднiсть застосування
стiйких, гнучких та iнформацiйно-ефективних
методiв моделювання. Сумiжнi пiдходи прогно-
зування в умовах обмеженої iнформацiї вже
розглядалися у працях, що поєднують машин-
не навчання та економетричнi гiбриднi моделi
(Дрiнь та iн. (2023)[19]). Нещодавня лiтература
також пiдкреслює ефективнiсть змiшаночасто-
тних та фактор-розширених пiдходiв. Зокрема,
модель Mixed-Frequency Vector Autoregression
(MF-VAR), запропонована Куп та iн. (2023)[3],
забезпечує системний пiдхiд до роботи з незба-
лансованими наборами даних та iнтеграцiї змiн-
них рiзної частоти. Водночас MF-VAR стають
нестабiльними за великої кiлькостi предикторiв
i коротких вибiрок — що є типовим для регiо-
нальних дослiджень.

Для подолання цих обмежень у цьо-
му дослiдженнi застосовано модель Mixed-
Frequency Factor-Augmented Vector Autoregressi-
on (MF-FAVAR), яка поєднує переваги змiша-
ночастотної iнтеграцiї та факторного зниження
розмiрностi. Такий пiдхiд дозволяє стискати iн-
формацiю з широкого спектра економiчних i
цифрових iндикаторiв у невелику кiлькiсть ла-
тентних факторiв, що вiдображають коварiацiї
в регiональнiй економiцi. Цi латентнi фактори
надалi формують динамiчну систему VAR для
отримання квартальних nowcast-оцiнок ВРП на
прикладi мiста Київ.

Мiсто Київ обрано фокусним регiоном з
трьох основних причин: (i) воно має найбiльш
повний набiр регiональної статистики в Українi;
(ii) його економiчна структура є високодиверси-
фiкованою, охоплюючи як промисловi, так i сер-
вiснi сектори; (iii) цифровi iндикатори, зокрема
данi Google Trends, особливо iнформативнi для
цього регiону, надаючи цiннi проксi-змiннi для
вимiрювання настроїв та поведiнки споживачiв.

Стаття робить внесок у розвиток дослiджень
субнацiонального nowcasting у трьох напря-
мах. По-перше, вона впроваджує сучасну мо-
дель MF-FAVAR в український контекст, де-
монструючи її працездатнiсть в умовах екстре-
мальної обмеженостi даних. По-друге, порiвню-
ються кiлька просунутих алгоритмiв фактор-
ної екстракцiї — Expectation-Maximisation PCA
(EMPCA), Bayesian PCA (BPCA) та Singular
Value Decomposition Imputation (SVDI) — з по-
гляду стабiльностi та точностi прогнозу. По-
третє, оцiнюється робастнiсть запропонованого
пiдходу за рiзних прогнозних горизонтiв та кон-
фiгурацiй даних.

Отриманi результати свiдчать, що фактор-

не зниження розмiрностi за допомогою EMPCA
суттєво пiдвищує точнiсть прогнозування, осо-
бливо на коротких i довгих горизонтах, водно-
час забезпечуючи стабiльнiсть в умовах нере-
гулярних чи неповних даних. Це пiдтверджує
високий потенцiал змiшаночастотних фактор-
розширених методiв для монiторингу регiональ-
ної економiчної динамiки у країнах з перехi-
дною економiкою та в умовах кризових викли-
кiв.

Подальша структура статтi є такою: викла-
дено теоретичнi засади та представлено MF-
FAVAR-модель; описано джерела даних та ме-
тоди факторної екстракцiї; наведено емпiричнi
результати та оцiнку прогнозної якостi; подано
ключовi висновки та окреслено напрями майбу-
тнiх дослiджень.

Попереднi теоретичнi засади

Nowcasting. Nowcasting означає оцiнюван-
ня поточного стану економiки в режимi реаль-
ного часу на основi неповних та асинхронних по-
токiв даних. Такий пiдхiд розроблено для подо-
лання затримок офiцiйної статистики шляхом
iнтеграцiї високочастотних iндикаторiв (Бань-
бура та iн. (2013) [1]). Як пiдкреслюють Бань-
бура та iн. (2011) [2], nowcasting забезпечує ко-
роткостроковi прогнози економiчної активностi
ще до виходу офiцiйних макроекономiчних по-
казникiв, що є критично важливим у перiоди
швидких змiн, кризових явищ або дефiциту да-
них.

У регiональному українському контекстi —
де доступнiсть даних є обмеженою, а часовi ря-
ди порушенi вiйною, — змiшаночастотнi пiд-
ходи набувають особливої актуальностi. Koop
та iн. (2023) [3] пропонують великi змiшаноча-
стотнi VAR-моделi (MF-VAR), якi враховують
короткi вибiрки та явно розв’язують проблему
«рваного краю» як на початку, так i напри-
кiнцi вибiрки. Типовим викликом для Украї-
ни є те, що данi про ВРП публiкуються ли-
ше щорiчно i з iстотним лагом (10–16 мiсяцiв).
Для операцiоналiзацiї сигналiв у режимi реаль-
ного часу високочастотнi iндикатори (щомiся-
чнi/щотижневi) можна поєднувати з рiчними
цiльовими змiнними за допомогою часової узго-
дженостi та факторного стискання. У цьому до-
слiдженнi для Києва квартальнi значення ВРП
було отримано шляхом дезагрегацiї за методом
Дентона–Шолетта ([7],[8]), а вимiрнiсть зниже-
но завдяки факторнiй екстракцiї перед застосу-
ванням VAR-моделювання.

Паралельна лiтература формалiзує обробку
неузгоджених потокiв даних у реальному ча-
сi. Динамiчнi факторнi моделi (Dynamic factor
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model – DFM), змiшане вибiркове використа-
ння даних (Mixed Data Sampling – MIDAS)
та MF-VAR автоматизують експертнi оцiнки
за умов великих та асинхронних публiкацiй
[1]. На багаторегiональному рiвнi панельний
nowcasting пiдвищує стабiльнiсть та забезпечує
крос-секцiйне використання iнформацiї (Фостен
та iн., (2022) [16]), що вказує на природне роз-
ширення пiдходу за межi одного регiону.

Класична VAR-модель. Векторна авто-
регресiя (VAR) (Сiмс (1980) [4]) описує K-
вимiрний вектор yt у виглядi

yt = A1yt−1+· · ·+Apyt−p+εt, εt ∼ N (0,Σ), (1)

де Ai ∈ RK×K , а εt є похибкою. VAR-моделi ши-
роко застосовують для прогнозування та стру-
ктурного аналiзу, однак вони потребують зба-
лансованих панелей i мiстять K2p параметрiв,
що призводить до надмiрної параметризацiї у
випадку невеликих регiональних вибiрок.

Змiшаночастотнi VAR (MF-VAR).
MF-VAR розширює класичнi VAR для спiльно-
го використання змiнних, що спостерiгаються
з рiзною частотою (щомiсячно, щоквартально,
щорiчно), шляхом їх узгодження в регресiй-
нiй або стан-просторовiй постановцi. Типовi iн-
струменти включають MIDAS-полiноми, фiльтр
Калмана або базове узгодження (Форонi та iн.
(2013) [5]; Шорфхайде та iн. (2015) [6]). Попри
ефективнiсть у nowcasting, MF-VAR не має вбу-
дованих механiзмiв зниження розмiрностi: за
великої кiлькостi високочастотних iндикаторiв
виникає ризик надмiрної параметризацiї та не-
стабiльностi, особливо за умов «рваних країв»
(Куп та iн. (2023) [3]), характерних для україн-
ських регiонiв.

Змiшаночастотнi FAVAR (MF-FAVAR)

Структура моделi. MF-FAVAR iнтегрує
механiзм зниження розмiрностi у змiшаночасто-
тну VAR шляхом введення невеликого набору
латентних факторiв, що узагальнюють коварi-
ацiї мiж багатьма спостережуваними iндикато-
рами. Спостережуванi змiннi подiляють на ви-
сокочастотнi x

(H)
t ∈ RnH (наприклад, щомiся-

чнi макроекономiчнi та цифровi показники) та
низькочастотнi y(L)

t ∈ RnL (наприклад, рiчний
ВРП). Нехай ft ∈ Rr — r латентних факторiв,
що еволюцiонують як

ft = Φ1ft−1+ · · ·+Φpft−p+νt, νt ∼ N (0, Q), (2)

де Φi ∈ Rr×r. Змiшаночастотнi рiвняння ви-
мiрювання пов’язують спостережуванi змiннi з

факторами:

x
(H)
t = Λ(H)ft + η

(H)
t , (3)

y
(L)
t = Λ(L)ft + η

(L)
t , (4)

де Λ(H) та Λ(L) — матрицi навантажень, а η
(·)
t —

унiкальнi збурення (idiosyncratic components).
Квартальна цiльова змiнна ВРП (побудована
нижче) входить до y

(L)
t та прогнозується на

основi ft; своєю чергою, фактори формуються
в режимi реального часу завдяки бiльш опера-
тивним x

(H)
t .

Позначимо Zt = [ f⊤
t , y

(L)⊤
t ]⊤. Тодi система

MF-FAVAR може бути подана у виглядi:

Zt = A1Zt−1+· · ·+ApZt−p+εt, εt ∼ N (0,Σ). (5)

Таке спiльне представлення охоплює як латен-
тнi, так i спостережуванi низькочастотнi данi та
об’єднується в єдину форму.

Переваги. MF-FAVAR забезпечує: (i) зни-
ження розмiрностi (невелика кiлькiсть r за-
мiнює численнi nH фактори), (ii) стiйкiсть до
«рваних країв» та пропускiв завдяки факторнiй
екстракцiї та (iii) узагальненiсть через динамi-
ку спiльних компонент, що вiдфiльтровує збуре-
ний шум [2].

Данi та методологiя

Опис даних та часове узгодження.
Дослiдження зосереджено на мiстi Київ. Щорi-
чнi данi ВРП (2004–2021) отримано з Держав-
ної служби статистики України [20] та дезагре-
говано у квартальний ряд за методом Дентона
(1971) [7] i Шолетта (1984) [8]. Формально, про-
цедура Дентона–Шолетта знаходить кварталь-
ний ряд {yt}4Tt=1, що мiнiмiзує

min
{yt}

4T∑
t=2

(yt − yt−1)
2

s.t.
4τ∑

t=4(τ−1)+1

yt = Yτ , τ = 1, . . . , T, (6)

де Yτ — це спостережуванi рiчнi пiдсумки.
Оптимiзацiя забезпечує плавнiсть квартальних
змiн за збереження рiчної узгодженостi. Це до-
зволяє побудувати гладкий квартальний ряд,
узгоджений з рiчними орiєнтирами, що створює
основу для моделювання квартального зростан-
ня.

Високочастотнi предиктори включають що-
мiсячнi макроекономiчнi ряди (наприклад, спо-
живчi цiни, заробiтна плата, обiг роздрiбної тор-
гiвлi, будiвництво, зайнятiсть) та iндикатори
Google Trends, що вiдображають динамiку за
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ключовими словами, пов’язаними зi спожива-
нням i настроями (зокрема, iнвестицiї, iнфля-
цiя, безробiття, заощадження, пошуковi запи-
ти щодо брендiв). Щомiсячнi ряди конвертую-
ться у квартальнi шляхом пiдсумовування для
потокових змiнних та усереднення для запасiв;
рiчнi змiннi пролонгуються у межах року. Змiн-
нi логарифмуються за потреби та стандартизу-
ються.

Залучення даних Google Trends мотивоване
їхньою доведеною чутливiстю до економiчних
шокiв i поведiнкових зрушень. Спираючись на
Шмiдт та Фозен (2009) [17] та Iндако (2020)
[18], були зiбранi iндекси iнтенсивностi пошу-
ку для ключових слiв, пов’язаних iз спожива-
нням («купити», «знижка», «подорож»), цiна-
ми («iнфляцiя», «девальвацiя») та ринком пра-
цi («робота», «зарплата»). Цi iндекси вiдобра-
жають миттєву суспiльну увагу та очiкування,
якi, як правило, передують офiцiйним опитува-
нням i цiновiй статистицi. Данi Google збирали-
ся щомiсячно, нормувалися до шкали 0 − 100 i
агрегувалися у квартальнi середнi для узгодже-
ння з частотою даних ВРП.

Факторна екстракцiя за умов пропу-
скiв. З огляду на незбалансованiсть покриття
та «рванi краї», розглянуто кiлька методiв на
основi головних компонент:
EMPCA: expectation–maximisation PCA — iте-
рацiйно вiдновлює пропущенi значення при
одночасному оцiнюваннi навантажень i фактор-
них балiв;
BPCA: баєсiвська PCA з апрiорними розпо-
дiлами та автоматичним визначенням релеван-
тностi (Оба та iн. (2003) [9]);
SVDI: iтерацiйне низькорiвневе вiдновлення
матрицi за допомогою усiченого SVD (Хансен
(1987) [10]);
TW/TP: пiдходи Tall–Wide та Tall-Projection
для «рваних країв» (Бай (2021) [11], Каган та
iн. (2023) [12]).

У випадку панелi даних для Києва методи
EMPCA, BPCA та SVDI забезпечують стабiльнi
фактори; методи TW i TP було вiдхилено через
недостатню кiлькiсть повних «якiрних» рядiв i
брак перекриття у вiкнах.

Оцiнювання та схема перевiрки. Ла-
тентнi фактори (r = 2) виокремлюються з квар-
тальної матрицi предикторiв Xt за допомогою
кожного зi стiйких методiв (EMPCA, BPCA,
SVDI). VAR-модель для [Yt, ft ] iз лагами p ∈
∈ {2, 4} утворює основу MF-FAVAR. Часове
розбиття даних передбачає використання при-
близно 80% спостережень для оцiнювання та
20% для перевiрки. Рекурсивнi прогнози гене-
руються для горизонтiв 2, 4 та 24 квартали.
Точнiсть прогнозiв узагальнюється за трьома

стандартними метриками: RMSFE (точнiсть у
точковому вимiрi), CRPS (калiбрування розпо-
дiлу) та SMAPE (обмежена вiдносна похибка)
(Чен та iн. (2017) [13], Гнетiнг та Рафтерi (2006)
[14], Хайндман та Келер (2007) [15]).

RMSFE =

√√√√ 1

H

H∑
h=1

(ŷT+h|T − yT+h)2, (7)

CRPS(F̂ , y) =

∫ ∞

−∞
[F̂ (z)− ⊮{z ≥ y}]2dz, (8)

SMAPE =
100%

n

n∑
t=1

|ŷt − yt|
(|ŷt|+ |yt|)/2

. (9)

де F̂ — прогнозна функцiя розподiлу ймовiрно-
стей.

Результати

Основнi висновки. У рiзних прогнозних
горизонтах MF-FAVAR на основi EMPCA за-
безпечує найстабiльнiшi та найточнiшi прогно-
зи. Для дуже коротких горизонтiв (2 квартали)
EMPCA досягає найнижчих значень RMSFE та
CRPS; на середнiх горизонтах (4 квартали) кон-
курентоспроможним є метод SVDI; на довгих
горизонтах (24 квартали) EMPCA дещо пере-
вершує BPCA.

Як показано на рис. 1, на довгому горизонтi
у 24 квартали MF-FAVAR з факторною екстра-
кцiєю EMPCA забезпечує найточнiшi прогнози
як у точковому, так i у розподiльчому вимiрi.
Траєкторiя RMSFE та CRPS для довгого гори-
зонту свiдчить про невелику, але систематичну
перевагу EMPCA над BPCA, тодi як SVDI де-
монструє гiршi результати, що узгоджується з
пiдсумком у табл. 1.

Рис. 1. Довгий горизонт (24 квартали)
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Таблиця 1. Точнiсть прогнозування за горизонтами
(позавибiркове узагальнення)

Метод Горизонт RMSFE CRPS
EMPCA 2Q 0.0033 0.0034
BPCA 2Q 0.0034 0.0034
SVDI 4Q 0.0167 0.0093
EMPCA 24Q 0.0208 0.0116

Примiтка. Точнiсть прогнозування зростає завдяки
стабiлiзацiї динамiки факторiв через зниження

розмiрностi. EMPCA послiдовно досягає найнижчих
похибок на всiх горизонтах, особливо для

24-квартального горизонту, що iлюструється на рис. 1.

Простота моделi та стiйкiсть. Пере-
вiрка на стiйкiсть, яка виключає тижневi iнди-
катори (розрiдженi та шумовi) та зберiгає ба-
зове ядро щомiсячних i щорiчних змiнних, по-
кращує точнiсть, при цьому EMPCA знову де-
монструє перевагу. Це пiдкреслює важливiсть
економних наборiв змiнних у змiшаночастотних
моделях [2; 3].

Висновки та напрями подальших
дослiджень

Модель MF-FAVAR пропонує практичне рi-
шення для регiонального nowcasting в умовах
обмеженої доступностi даних. Для Києва по-
єднання часово дезагрегованого ВРП з висо-

кочастотними макроекономiчними та цифрови-
ми iндикаторами, стислими за допомогою мето-
дiв факторної екстракцiї на основi PCA, забез-
печує точнi квартальнi nowcast-прогнози попри
затримки офiцiйних публiкацiй. EMPCA вияв-
ляється послiдовно стiйким методом видiлен-
ня факторiв для панелей iз «рваними краями»,
особливо на коротких горизонтах; SVDI демон-
струє конкурентнi результати на середнiх го-
ризонтах; BPCA наближається до EMPCA на
довших промiжках. Використання поведiнкових
даних iз Google Trends пiдвищило чутливiсть
короткострокових прогнозiв, особливо у перiоди
структурних зламiв та порушень статистичного
збору, що пiдкреслює потенцiал цифрових iнди-
каторiв для монiторингу регiональної економiки
в реальному часi.

Подальшi дослiдження можуть: (i) пошири-
ти пiдхiд на багаторегiональнi панелi з метою
використання крос-секцiйної iнформацiї (Фо-
стен та iн. (2022) [16]), (ii) iнтегрувати додатко-
вi високочастотнi сигнали (мобiльнiсть, тран-
закцiї, соцiальнi медiа), а також (iii) здiйсни-
ти порiвняння з глибокими змiшаночастотними
моделями або гiбридами MF-MIDAS. Отрима-
нi результати пiдтверджують, що факторне сти-
скання є ключовим елементом для стабiльного
nowcasting за умов коротких та нерегулярних
регiональних вибiрок.
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S. Drin, A. Zhuravlova, G. Kriukova

NOWCASTING REGIONAL GDP WITH
MIXED-FREQUENCY FACTOR MODELS FOR

UKRAINIAN REGIONS

Timely assessment of regional economic activity is essential for evidence-based policy and crisis
response, particularly in economies where official statistics are released with significant delays. In
Ukraine, regional Gross Regional Product (GRP) figures appear only once per year and with a lag of up
to 16 months, severely limiting real-time monitoring. This study develops a Mixed-Frequency Factor-
Augmented Vector Autoregression (MF-FAVAR) model to nowcast quarterly GRP growth for the Kyiv
region by combining annual, quarterly, and monthly indicators.

The proposed framework integrates traditional macroeconomic statistics with high-frequency digital
signals derived from Google Trends, capturing shifts in consumer sentiment and behavioural patterns.
These digital indicators serve as real-time proxies for household sentiment, consumption intentions, and
labour market expectations, offering a complementary perspective to lagged official statistics.

Empirical results demonstrate that EMPCA-based factor extraction delivers the most stable and
accurate nowcasts across short, medium, and long horizons. In particular, EMPCA achieves the lowest
Root Mean Squared Forecast Error (RMSFE) and Continuous Ranked Probability Score (CRPS), con-
firming its robustness under sparse and noisy conditions. The findings suggest that mixed-frequency
factor-augmented frameworks offer a practical and efficient solution for regional nowcasting under data
scarcity, making them especially relevant for transition and crisis economies such as Ukraine.

Keywords: MF-FAVAR, FAVAR, Nowcasting, EMPCA, GRP, RMSE, MAPE, Google Trends.
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ITERATIVE DEMAND OPTIMIZATION USING THE
DISCRETE FUNCTIONAL PARTICLE METHOD

This article addresses the challenge of assortment planning in retail under uncertain demand and
operational constraints. It develops a hybrid methodology that integrates SARIMAX time-series fore-
casting with the Discrete Functional Particle Method (DFPM) for optimisation, enabling both strategic
(long-term) and tactical (monthly) decision support.

The proposed framework combines statistical forecasting with iterative optimisation in order to balance
predictive accuracy and operational feasibility. In the forecasting stage, a SARIMAX model with exoge-
nous regressors captures seasonality, promotions, and demand fluctuations, while a safeguard mechanism
prevents excessively pessimistic predictions. In the optimisation stage, DFPM is applied to a quadratic
objective under linear constraints, with parameters tuned using eigenvalue analysis of the risk matrix.
A novel operational risk metric—the Inventory Efficiency Ratio—is introduced, defined as the ratio of
leftover stock value to revenue, and used to construct the covariance structure for optimisation.

A hybrid strategy blends the mathematically optimal allocation with a baseline derived from historical
sales shares, ensuring both practical stability and data-driven improvements. Tactical adjustments refine
this strategic solution by incorporating seasonal indices and business constraints such as minimum and
maximum category weights.

The framework is implemented in Python and evaluated on real-world retail data from a Ukrainian
anti-stress toy retailer. Results demonstrate a 25% reduction in operational risk and a threefold increase
in inventory turnover, while maintaining realistic revenue forecasts.

Overall, the work contributes a flexible and reproducible decision-support methodology that unifies
modern forecasting and optimisation techniques, providing practitioners with a tool for improving as-
sortment decisions in dynamic retail environments.

Keywords: retail assortment, DFPM, inventory efficiency, operational risk, time series forecasting.

Introduction

Modern companies face immense pressure to
accelerate and refine decisions related to prod-
uct assortment due to rapid changes and grow-
ing competition in the retail landscape. The
volume, velocity, and volatility of business data
make intuitive or situational approaches insuffi-
cient. Advances in optimization theory and fore-
casting models enable the design of robust, flexible
decision-support systems that bridge the gap be-
tween business intuition and data-driven strategy.

In retail, risk manifests primarily through op-
erational inefficiencies — such as capital immobi-
lized in unsold inventory and delayed responsive-
ness to demand changes. This demands a rethink-
ing of risk modeling tailored specifically to the re-
tail domain. This perspective parallels the clas-
sical mean–variance approach in portfolio theory
introduced by Markowitz (1952) [3], where risk
and return are modeled jointly for optimal alloca-
tion. In later developments, Rockafellar and Urya-
sev (2000) [6] introduced the Conditional Value-at-
Risk (CVaR) measure, which has become a corner-
stone in modern optimization under uncertainty.

At the same time, simplistic forecasting tools
often prioritize short-term fluctuations at the ex-
pense of strategic seasonal trends, thereby under-
mining long-term planning. As a result, there is
a critical need for integrated models that combine
predictive accuracy with optimization under un-
certainty. Such models must not only capture pat-
terns in consumer demand but also align with op-
erational constraints to ensure that solutions are
implementable in practice.

External regressors such as prices, promotions,
and advertising campaigns play a critical role in
retail demand forecasting. Similar lagged-effect
modeling has been successfully applied to the eval-
uation of advertising campaign effectiveness (Drin
& Reznichenko (2022) [9]), supporting our inclu-
sion of lagged variables in the SARIMAX frame-
work.

This work proposes a novel, multi-layered
framework for assortment optimization that incor-
porates two key components: SARIMAX - based
demand forecasting and the Discrete Functional
Particle Method (DFPM) for iterative optimiza-
tion. Additionally, we introduce a new operational
risk measure — Inventory Efficiency Ratio (IER)
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— designed to quantify inefficiencies in the retail
pipeline.

By embedding these techniques into a unified
system, we offer a practical solution for improving
capital productivity, reducing inventory holding
costs, and enhancing responsiveness in assortment
planning. The methodology is validated through
real-world data and demonstrates substantial per-
formance improvements over standard planning
strategies.

Methodology for strategic assortment
optimization

The foundation of this study lies in creating a
multi-phase methodology for identifying the most
effective strategic distribution of resources among
various product categories. This method em-
ploys an advanced iterative optimization technique
known as the Discrete Functional Particle Method
(DFPM). However, it modifies and incorporates it
within a broader framework that guarantees both
the consistency and real-world applicability of the
outcomes. This section elaborates on the mathe-
matical formulation of the issue and the particular
execution of the solution approach.

Forecasting with SARIMAX

To predict SKU-level demand, we employ a
Seasonal Autoregressive Integrated Moving Aver-
age model with exogenous regressors (SARIMAX),
which extends the classical ARIMA framework de-
veloped by Box and Jenkins (2015) [1] and further
elaborated in modern forecasting practice by Hyn-
dman and Athanasopoulos (2021) [2] to explicitly
capture seasonal effects and incorporate external
predictors:

yt = µ+

p∑
i=1

ϕiyt−i +

q∑
j=1

θjϵt−j

+
∑
k

βkxk,t +

S∑
s=1

Φsyt−sT + ϵt,

where xk,t are external regressors (e.g., price, pro-
motions, holidays), T is the seasonal period, and
ϵt is white noise with zero mean and variance σ2.

For SKUs with sufficient sales history, SARI-
MAX provides reliable forecasts. However, for new
products without historical data, cold-start fore-
casting methods (Drin & Shchestyuk (2024) [7])
or machine-learning approaches such as LightGBM
(Toloknova, Kriuchkova & Drin (2024) [8]) may
serve as complementary models, ensuring that as-
sortment planning can extend beyond established
categories.

Model selection and order determination are
guided by information criteria (AIC) and validated
through rolling cross-validation to avoid overfit-
ting [1; 2]. This ensures that the model captures
both short-term dynamics and longer seasonal cy-
cles relevant for retail demand.

To prevent forecasts from becoming unrealisti-
cally pessimistic in periods of high volatility, we
introduce a safeguard mechanism:

ŷt = max(ŷt, τ · ȳ),

where ȳ is the historical mean demand, and τ ∈
∈ [0.2, 0.4] is an empirically tuned parameter. This
lower bound preserves robustness by preventing
implausibly low values, while still allowing the
model to reflect genuine downward demand shifts.
The adjusted forecasts thus remain conservative
yet usable for downstream optimisation.

Problem formulation for product
assortment optimization

We begin by formulating a quadratic optimiza-
tion problem for retail assortment allocation under
operational risk, tailored to the specific context of
retail management. We consider a category con-
sisting of k products. Let di = (d1i, . . . , dki)

T be
the k-dimensional vector of observed sales quanti-
ties for these products at time i = 1, . . . , N . We
assume the second moment of di is finite.

Let w = (w1, . . . , wk)
T be the vector of weights

for each product in the category, where wj denotes
the share of jth product. We define 1 ∈ Rk as the
vector of ones.

A key distinction of our approach is how we de-
fine "risk" and "return." In this study, both con-
cepts are interpreted in operational terms, reflect-
ing inefficiencies in inventory management and the
expected revenue from product categories.

• Return Vector µ: The vector µ ∈ Rk rep-
resents the expected return for each category,
which we define as the historical average rev-
enue.

• Risk Matrix R: The matrix R ∈ Rk×k rep-
resents the operational risk. It is defined as
the covariance matrix of the Inventory Effi-
ciency Ratio (Ei(t)). This ratio, calculated
for each category i at each time period t, is
given by:

Ei(t) =
Value of Leftoversi(t)

Revenuei(t)
. (1)

A high value indicates operational ineffi-
ciency. Therefore, R models the fluctuations
and interplay of these operational inefficien-
cies across categories.
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Risk operator R: covariance vs.
penalty. In this work, we examined two
alternative formulations of the risk matrix:
Covariance-based form: R = Cov(IER).
This approach models the co-movement of
inefficiencies across categories. The off-
diagonal entries represent interdependencies:
when two categories tend to show inefficiency
simultaneously, this increases concentration
risk. This form captures diversification ef-
fects but requires reliable correlation esti-
mates.
Diagonal penalty form: R = diag(IER).
Here, each category is penalized by its
own average inefficiency only, ignoring cross-
category correlations. The matrix is diago-
nal, computationally simple, and more stable
when data is scarce or noisy.
The covariance form provides a richer struc-
ture and reflects interaction effects, but it is
sensitive to data quality and sample size. In
the practical case study, both constructions
were considered: while the covariance form
served as the main theoretical and practical
basis, the diagonal penalty form was noted
as an alternative that can provide additional
stability under limited retail data conditions.

Optimization with DFPM

To solve the constrained quadratic optimization
problem formulated in the previous section, we
employ the Discrete Functional Particle Method
(DFPM), an iterative technique introduced by
Gulliksson and Mazur (2020) [4], which is particu-
larly well-suited for problems where the risk matrix
R may be singular or ill-conditioned.

The core idea of DFPM is to find the minimum
of a convex function V (u) by treating it as a po-
tential field for a physical system. This approach
is grounded in the theory of damped second-order
gradient systems developed by Bégout, Bolte, and
Jendoubi (2015) [5], where the stationary point of
the system corresponds to the minimizer of the po-
tential function:

ü(t) + η u̇(t) = −∇V
(
u(t)

)
, η > 0, (2)

where u̇ and ü are the first and second time deriva-
tives of the position vector u, and η is a damping
coefficient.

Application to the Constrained Problem

Our main optimization problem is constrained:

min
w∈Rk

1
2 w

T Rw s.t. Bw = c, (3)

where R is the operational risk matrix. The fac-
tor 1

2 is introduced as a standard convention in
quadratic optimisation: it does not affect the min-
imiser but simplifies the gradient expression, since
∇w

1
2w

TRw = Rw instead of 2Rw. The constraints
are given by:

B =

(
1⊤

µ⊤

)
∈ R2×k, c =

(
1

µtarget

)
∈ R2 (4)

Here, the first row of B corresponds to the con-
dition

w⊤1 = 1,

which enforces that the weights across all prod-
uct categories sum to one, i.e. the entire assort-
ment share is fully allocated. The second row cor-
responds to

w⊤µ = µtarget,

which ensures that the expected total revenue (cal-
culated as the weighted average of historical cat-
egory revenues µ) reaches a predetermined target
level µtarget. Thus, the constraint system (Bw =
= c) simultaneously guarantees both normaliza-
tion of the assortment shares and achievement of
the revenue target.

To apply DFPM, we first eliminate the linear
constraints by parameterizing the solution vector
w. Any feasible w that satisfies Bw = c can be
written as:

w = Z u + g, u ∈ R k−2, (5)

where:
• g = BT (BBT )−1c is a particular solution to

the constraint system.
• Z ∈ Rk×(k−2) is a matrix whose columns

form an orthonormal basis for the null space
(kernel) of B, meaning BZ = 0.

• u is a new vector of variables in a lower-
dimensional, unconstrained space.

Note that the dimension of the reduced vec-
tor u is k − 2. This follows from the fact that
the constraint matrix B ∈ R2×k has rank 2 (the
two constraints — normalization of weights and the
revenue target — are linearly independent). There-
fore, the null space of B has dimension k − 2,
and u parametrizes this (k − 2)-dimensional un-
constrained space.

Substituting the parameterization w = Zu+ g
into the quadratic objective, we denote

Φ(u) = 1
2 (Zu+ g)TR(Zu+ g). (6)

Expanding the product yields

Φ(u) = 1
2

(
uTZTRZu+ 2gTRZu+ gTRg

)
. (7)
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The last term 1
2g

TRg is constant with respect to
u and therefore does not affect the minimization.
Dropping this constant, the problem simplifies to

min
u∈Rk−2

1
2 u

T(ZTRZ)u + (ZTRg)Tu. (8)

Defining

M = ZTRZ, d = ZTRg,

we obtain the equivalent unconstrained problem of
minimizing the potential

V (u) = 1
2 u

TM u + dT u. (9)

From equation (9) we compute the gradient of
the potential. The derivative of the quadratic term
1
2u

TMu gives Mu, while the derivative of the lin-
ear term dTu gives d, so that

∇V (u) = Mu+ d.

Substituting this result into the damped dy-
namical system yields

ü(t) + η u̇(t) = −(M u(t) + d). (10)

To solve this numerically, we introduce the veloc-
ity v(t) = u̇(t) and apply the iterative symplectic
Euler scheme with a time step ∆t:

vk+1 = (1−∆t η)vk −∆t(Muk + d) (11)

uk+1 = uk +∆tvk+1 (12)

Here, the factor (1−∆t η) represents the damp-
ing applied to the velocity vector vk. In the multi-
dimensional case, this notation corresponds to the
identity matrix I acting on the vector.

The system of equations described above cor-
responds exactly to the discrete dynamical scheme
used in DFPM. The process is initialized, typically
with u0 = 0 and v0 = 0, and iterated until conver-
gence. Once the optimal u∗ is obtained, the final
weight vector is reconstructed as:

woptimal = Z u∗ + g. (13)

The reconstruction formula (13) follows di-
rectly from the parameterisation w = Zu+g. Since
u∗ is the minimiser of the reduced unconstrained
problem, substituting it back yields a feasible vec-
tor woptimal that automatically satisfies the origi-
nal constraints Bw = c.

Selection of ∆t and η The efficiency of the
DFPM solver critically depends on the choice of
the step size ∆t and the damping coefficient η. To
ensure the fastest convergence without oscillations,
these parameters are set based on the eigenvalues
of the matrix M . Let the smallest positive and

largest eigenvalues of M be λmin and λmax, respec-
tively. The optimal parameters are given by:

∆t =
2√

λmin +
√
λmax

,

η = 2

√
λmin λmax√

λmin +
√
λmax

.

(14)

This choice guarantees that the spectral radius
of the iteration matrix is minimized, leading to the
most efficient convergence of the method.

A Hybrid methodology for strategic and
tactical assortment planning

While the methods described in the previ-
ous sections — such as SARIMAX for forecasting
and DFPM for optimization—are powerful tools in
their own right, their isolated application is insuffi-
cient for solving the complex, multi-faceted prob-
lem of retail assortment management. A purely
statistical forecast may ignore long-term strategic
goals, while a pure mathematical optimization can
yield results that are unstable and impractical for
implementation.

To solve these problems, this research offers a
new, multi-step method that combines different
approaches into a single framework. This frame-
work separates long-term strategic decisions from
short-term tactical changes, making sure the final
recommendations are reliable, practical, and fol-
low business principles. The process has two main
stages: Strategic Optimization and Tactical Plan-
ning.

Stage 1: Strategic optimization with a
hybrid approach

The goal of the strategic stage is to determine
a single, stable vector of foundational weights,
Wstrategic, that reflects a balanced view of histor-
ical performance and optimized risk. The output
of the DFPM solver might lead to aggressive and
inconsistent solutions, where categories with sig-
nificant sales history might be assigned near-zero
weights. To mitigate this, we use a Hybrid Strat-
egy.

This strategy blends the ’pure’ mathematical
optimum with a baseline allocation that represents
established business experience.

1. Base Allocation (Wbase): This alloca-
tion’s weights are determined by the histor-
ical revenue share of each category over the
analysis window (Thist, typically 24 months).
It represents the ’as-is’ strategy, acknowledg-



36 e-ISSN 2663-0648. Могилянський математичний журнал. 2025. Том 8

ing historically successful categories.

Wbase,i =

∑Thist

t=1 Pit∑k
j=1

∑Thist

t=1 Pjt

,

where Pit is the revenue of category i at time
t.

2. Optimal Allocation (Woptimal): This is
the weight vector obtained using the DFPM
solver, which minimizes the operational risk
subject to the revenue target constraint,
based on historical data (see Optimization
with DFPM).

3. Strategic Hybrid Allocation (Wstrategic):
The final strategic weights are a weighted
average of the base and optimal allocations,
controlled by a blending factor α ∈ [0, 1],
which acts as a "confidence" parameter:

Wstrategic = α·Wbase+(1−α)·Woptimal. (15)

This blending ensures that the final strategy bene-
fits from mathematical optimization without dras-
tically deviating from established, historically suc-
cessful allocations. This Wstrategic vector serves as
the foundational input for the next stage.

Stage 2: Tactical planning for future
periods

The strategic weights, being static, do not ac-
count for future demand fluctuations or seasonal-
ity. The tactical planning stage adapts this long-
term strategy to the specific conditions of each
of the upcoming H forecast periods (typically 12
months).

Demand forecasting with safeguards.
First, a demand forecast for each category, Qfi, is
generated for the next H months using the SARI-
MAX model, as detailed in Section Forecasting
with SARIMAX. A forecast floor is applied to pre-
vent overly pessimistic statistical forecasts from
unrealistically diminishing the prospects of histor-
ically strong categories. The final forecast for each
category cannot be lower than a certain percent-
age (γfloor, e.g., 50%) of its average sales over the
last 12 months.

Seasonal adjustment. To account for pre-
dictable cyclical demand, a historical seasonal in-
dex, Si,m, is calculated for each category i and each
month m ∈ {1, . . . , 12}. The strategic weights are
then modulated by this index to produce a time-
varying seasonal plan:

Wseasonal,i(t) = Wstrategic,i · Si,m(t),

where m(t) is the month corresponding to time
period t. The resulting weights are then re-
normalized to sum to 1 for each period.

Application of business constraints. Fi-
nally, hard business constraints are applied to en-
sure the practical feasibility of the assortment plan.
The weight for each category in each future period,
wi(t), must lie within a predefined range:

wmin ≤ wi(t) ≤ wmax.

This step, guarantees assortment diversity and
prevents unrealistic concentration in a single cate-
gory. The weights are re-normalized one last time
to produce the final, actionable plan, Wfinal.

This multi-stage methodology transforms the
raw output of an advanced optimization algorithm
into a practical, robust, and strategically sound
plan for managing a product assortment.

Case Study: Anti-Stress Toys

We applied the framework to a dataset from a
Ukrainian retailer specializing in anti-stress toys.
The dataset included sales history, prices, and pro-
motional data for over 100 SKUs across a year.

The SARIMAX model identified strong weekly
and monthly seasonal components and significant
impact from promotional events. After forecasting
future demand, the DFPM-based optimizer was
used to determine the optimal monthly assortment
plan subject to constraints on storage, budget, and
product categories.

Aggregate performance analysis: the
business impact. The following block summa-
rizes the overall "before and after" effect of imple-
menting the proposed strategy.

Metric Before After

Total turnover (UAH) 54 784 003 44 614 922
Avg. monthly leftovers (UAH) 8 085 476 2 100 943
Overall turnover rate 6.78 21.24

Table 1. Performance metrics before and after
implementing the strategy

The overall turnover rate is defined as the
ratio of total sales revenue to the average monthly
value of inventory left in stock:

Turnover Rate =
Total Revenue

Avg. Monthly Inventory Value
.

It is inversely related to the Inventory Efficiency
Ratio (IER): a higher turnover rate indicates more
efficient use of inventory, as each unit of stock gen-
erates more revenue. Thus, an increase in turnover
reflects better capital utilization and lower risk of
excess or obsolete stock.

This output highlights the main value proposi-
tion of the model.
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• Enhanced operational efficiency: the
most notable outcome is the substantial en-
hancement in inventory management. The
model suggests a strategy that lowers the av-
erage monthly value of surplus stock from
8.1 million UAH to 2.1 million UAH.
This creates an additional 6 million UAH in
available working capital.

• Increased inventory turnover: conse-
quently, the overall turnover rate skyrockets
from 6.78 to 21.24, a three times increase.
This indicates that products will sell much
faster relative to the inventory held, a sign
of a highly efficient and healthy retail oper-
ation.

• Realistic turnover forecast: the pro-
jected total turnover is lower than the his-
torical one. This is not a model failure but
rather a realistic forecast generated by the
SARIMAX component, which likely detected
a general downward trend in the market for
this category. The model finds the best pos-
sible strategy under these forecasted condi-
tions.

Operational cost analysis. This final block
provides a quantitative assessment of the model’s
primary objective: managing operational costs,
defined as the covariation of the inventory effi-
ciency ratio.

Metric Value

Base plan cost (last 12m) 1.57
Hybrid strategy cost 1.43
Change -8.9%

Table 2. Operational cost comparison (last 12
months)

The analysis of this table reveals a crucial in-
sight.

The Key Finding: The main finding shows
that over the past 12 months, a newly developed
strategy, based on 24 months of historical data,
led to 8.9% reduction in operational costs
compared to the baseline. This suggests that the
model has successfully identified long-term trends
to create an effective and cost-efficient strategy for
changing market conditions.

In summary, the findings demonstrate that
this new hybrid approach effectively transforms
the theoretical DFPM algorithm into a practical
decision-making tool. It offers a balanced strategy
that greatly improves operational efficiency and is
more effective at controlling costs than using a sim-
ple historical method.

Conclusion

This work set out to develop and validate a
hybrid framework for retail assortment planning
that couples SARIMAX-based demand forecast-
ing with the Discrete Functional Particle Method
(DFPM) for optimisation under uncertainty. By
integrating seasonality and exogenous drivers into
the forecasting step and by tuning DFPM’s step
size and damping coefficient via the spectral prop-
erties of the risk matrix, the proposed methodology
achieves both rapid convergence and robust solu-
tions.

Applied to a real “Antistress Toys” dataset
from a Ukrainian retailer, the framework gener-
ated a strategic allocation that reduced opera-
tional risk by 25% compared to the historical base-
line while simultaneously more than tripling inven-
tory turnover. These tactical refinements—forecast
floors, seasonal indices, and business-rule weight
bounds—produced monthly assortment plans that
were both data-driven and operationally feasible,
striking a practical balance between risk reduction
and market responsiveness.

Beyond the performance gains, this work con-
tributes three key advances: 1. A data-driven risk
metric (the Inventory Efficiency Ratio) that uni-
fies leftover stock and revenue into a covariance
structure suitable for optimisation. 2. Eigenvalue-
guided DFPM tuning that guarantees stable, fast
convergence even when the risk matrix is ill-
conditioned. 3. A lightweight ’forecast-floor’ safe-
guard that prevents overly pessimistic SKU fore-
casts and preserves business-meaningful diversity.

Looking forward, there are several promising
extensions to this work. First, while the cur-
rent study focuses on a single category, apply-
ing the hybrid framework across multiple, inter-
dependent categories—and accounting for cross-
category substitution effects—would demonstrate
its scalability and capture richer demand inter-
actions. Second, enriching the forecasting com-
ponent with advanced methods such as hierarchi-
cal machine-learning models or deep-learning time-
series approaches (e.g., LSTM) could boost pre-
dictive accuracy. Third, embedding more com-
plex business rules—like non-linear shelf-space con-
straints or service-level requirements—and testing
alternative risk measures (e.g., Conditional Value
at Risk[6] or maximum drawdown) would enhance
the framework’s flexibility. Finally, integrating
real-time data streams and online learning tech-
niques could enable continuous, automated assort-
ment optimisation in rapidly changing market en-
vironments.

In summary, this study demonstrates that
tightly coupling advanced forecasting and optimi-
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sation methods yields actionable, measurable im-
provements in assortment planning. The hybrid
framework offers practitioners a flexible, repro-

ducible decision-support tool, while opening av-
enues for future extensions in multi-category and
non-linear retail settings.
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Дрiнь С. С., Авдєєнко I. М., Чорней Р. К.

IТЕРАТИВНА ОПТИМIЗАЦIЯ ПОПИТУ З
ВИКОРИСТАННЯМ МЕТОДУ ДИСКРЕТНИХ

ФУНКЦIОНАЛЬНИХ ЧАСТИНОК

У статтi розглянуто проблему планування асортименту в роздрiбнiй торгiвлi за умов невизна-
ченого попиту та операцiйних обмежень. Розроблено гiбридну методологiю, що поєднує прогнозу-
вання часових рядiв за допомогою SARIMAX та оптимiзацiю методом дискретних функцiональних
частинок (DFPM), що забезпечує як стратегiчну (довгострокову), так i тактичну (щомiсячну) пiд-
тримку прийняття рiшень.

Запропонована структура iнтегрує статистичне прогнозування з iтеративною оптимiзацiєю для
досягнення балансу мiж точнiстю прогнозу та практичною реалiзовуванiстю. На етапi прогно-
зування модель SARIMAX iз зовнiшнiми регресорами враховує сезоннiсть, акцiйнi активностi та
коливання попиту, тодi як механiзм «запобiжного бар’єра» захищає вiд надмiрно песимiстичних
прогнозiв. На етапi оптимiзацiї DFPM застосовується до квадратичної задачi з лiнiйними обме-
женнями, причому параметри пiдбираються за допомогою спектрального аналiзу матрицi ризику.
Уводиться нова метрика операцiйного ризику — коефiцiєнт ефективностi запасiв, визначений як
вiдношення вартостi залишкiв до доходу, який використовується для побудови коварiацiйної стру-
ктури оптимiзацiї.

Гiбридна стратегiя поєднує математично оптимальне рiшення з базовим розподiлом, отриманим
з iсторичних даних, що забезпечує одночасно стабiльнiсть i пiдвищення ефективностi. Тактичнi
коригування вдосконалюють стратегiчне рiшення шляхом урахування сезонних iндексiв та бiзнес-
обмежень.

Методологiю реалiзовано в Python та перевiрено на реальних даних українського ритейлера
антистрес-iграшок. Результати показують зниження операцiйного ризику на 25% та триразове
зростання оборотностi запасiв за збереження реалiстичних прогнозiв доходу.

Загалом, робота пропонує гнучку та вiдтворювану методологiю пiдтримки рiшень, яка
об’єднує сучаснi методи прогнозування й оптимiзацiї, надаючи практикам iнструмент для
пiдвищення ефективностi управлiння асортиментом у динамiчних умовах роздрiбного рин-
ку.
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THE STOCHASTIC EXPERIMENT FOR SOME
GENERALIZATIONS OF THE SECRETARY PROBLEM

The paper considers some generalizations of the secretary problem, which is a classic problem in
optimal stopping theory. We assume that the manager is somewhat more flexible and changes his goal
to hire one of the top two best candidates. Another generalization is the searching the candidate of the
top 𝜖 percent. It means that we agree to choose the candidate who differs from the absolute leader by no
more than a specified amount (𝜖 percent). Starting with classical secretary problem, we discuss in detail
optimal solution for the secretary problem with the two best, following results in various sources. We
review some approaches to this problem, which give the same optimal solution. After that we present
our results of the stochastic experiments for both generalizations. By simulating numerous iterations of
the candidate selection process, we estimate the probability of successfully selecting the best candidate.
We demonstrate that with increasing 𝜖, the probability (rate) of success increases, and the number of
candidates that were previously rejected decreases. Moreover, when we generate a list of candidates
with random quality scores we use a random number generator to assign scores from different kind of
distribution that reflects the quality of candidates.

We conclude that stochastic experiment based on Monte Carlo method is a powerful statistical tech-
nique that can be employed to analyze the different generalizations od Secretary Problem

Moreover, the Secretary problem is applied not just in human resources for the searching the best
candidate, but across various fields: in project management, in resource allocation, in computer science.
Thanks to the proposed approaches, the manager or other scientist gets a tools, which allows him to
use a strategy that maximizes the chance of stopping with the two or more best candidate and take into
account the different kind of distribution that reflects the quality of candidates.

Keywords: Secretary problem, optimal stopping, stochastic experiment, Monte-Carlo method.

Introduction

The "secretary problem", also known as the
"marriage problem" or "best choice problem", was
first introduced in the 1950s by mathematician
Martin Gardner in his "Mathematical Games" col-
umn in Scientific American. Gardner posed the
problem in the context of hiring a secretary, which
led to its common name. The essence of the prob-
lem revolves around making a decision when faced
with a sequence of options, where an immediate
decision is required for each option.

The secretary problem is a classic problem
in optimal stopping theory that has applications
across various fields. There are a lot of fields where
the secretary problem is applied. In human re-
sources, the secretary problem can help in design-
ing optimal interview strategies. Employers can
decide how many candidates to interview before
making an offer, which helps in selecting the best
candidate for a job while minimizing the risk of
choosing too early. The problem can be applied
to dating scenarios where an individual must de-
cide when to settle down with a partner. The op-
timal stopping rule suggests evaluating a certain
number of candidates before making a final choice.

The secretary problem can help in investment de-
cisions. Investors often face a series of opportuni-
ties to invest in stocks or projects. The secretary
problem can guide them on when to take action
based on the performance of previous options, al-
lowing them to maximize potential returns. It is
known the secretary problem has applications in
real estate, sports drafts, in project management,
in resource allocation and so on. In computer sci-
ence, the secretary problem aids in developing al-
gorithms for searching through data sets. It helps
in determining when to stop searching and select
the best option based on previous comparisons.

In each of these fields, the secretary problem
provides a framework for making optimal decisions
under uncertainty, balancing the need for timely
choices with the desire for the best possible out-
come. Today, the secretary problem remains an ac-
tive area of research. It has been connected to var-
ious mathematical disciplines and has led to new
insights in areas like machine learning and artificial
intelligence.

The problem can be mathematically formulated
using probability theory. The optimal strategy in-
volves rejecting a predefined number of candidates
(often around 37 percents of the total pool) before

© D. Melnyk, N. Shchestyuk, Y. Zakhariichenko, 2025
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starting to accept the next best candidate you en-
counter. This strategy maximizes the probability
of selecting the best candidate. After Gardner’s
introduction, mathematicians and statisticians ex-
plored the problem further (see for example [1],
Hill,[5]). They analyzed the mathematical proper-
ties of the problem and derived strategies for var-
ious scenarios.

In the decades that followed, the problem was
expanded to include variations and extensions,
such as the influence of incomplete information,
the implications of risk aversion, and the case with
more than one position to fill.

In our paper we consider some generalizations
of this problem. We assume the manager is a little
more flexible and changes his goal to hiring one of
the two best candidates. Another generalization is
in determining the probability that we end with a
candidate in the top 𝜖 percent. It means that we
agree to choose the candidate who differs from the
absolute leader by no more than a specified amount
(𝜖 percent) We would like to figure out how many
people would we interview in this case and what
would be our probability of success.

We discuss in detail one in the section 2. We
review two different approaches to this problem
(see [7] and [9]), which give the same optimal so-
lution. In the section 3 we present the results
of the stochastic experiments for both generaliza-
tions. By simulating numerous iterations of the
candidate selection process, we estimate the prob-
ability of successfully selecting the best candidate.
Moreower, when we generate a list of candidates
with random quality scores we use a random num-
ber generator to assign scores from different kind of
distribution that reflects the quality of candidates.

We conclude that stochastic experiment based
on Monte Carlo method is a powerful statistical
technique that can be employed to analyze the dif-
ferent generalizations of the secretary problem.

Optimal solution for the secretary problem
with the two best

Classical secretary problem. We start with
the problem statement of the secretary problem in
classical variant. The basic problem can be stated
as follows (see for example [1], [5]):

1. There is a single position to fill.
2. There is a fixed and known number n of

applicants for a single position.
3. The applicants (candidates, secretaries) can

be ranked from best to worst unambiguously.
4. The applicants are interviewed sequentially

in random order, with each order being equally
likely.

5. Immediately after an interview, the inter-
viewed applicant is either accepted or rejected, and
the decision is irrevocable.

6. The decision to accept or reject an appli-
cant can be based only on the relative ranks of the
applicants interviewed so far.

The goal of the general solution is to have the
highest probability of selecting the best applicant
of the whole group. This is the same as maximiz-
ing the expected payoff, with payoff defined to be
one for the best applicant and zero otherwise.

We would like a strategy that maximizes the
chance of stopping with the best candidate. The
following strategy 𝑆𝑘 is proposed for example in
[1],[5]. Under it, the manager rejects the first 𝑘
applicants and defines the best applicant among
these 𝑘 applicants. Then he selects the first subse-
quent applicant that is better than applicant from
first 𝑘. Suppose the best applicant is at position
𝑚. Then our strategy 𝑆𝑘 results in our selecting
the best applicant if and only if there is no one
among people 𝑘 + 1, ...,𝑚 − 1 who is better than
the best person in the first 𝑘. Thus, if the best
applicant is at position 𝑚 then we select the best
person precisely when the best person among the
first 𝑚 − 1 is in the first 𝑘 people. The probabil-
ity the best of the first 𝑚 − 1 is in the first 𝑘 is
just 𝑘

𝑚−1 . Therefor for an arbitrary rejecting first
𝑘 candidates, probability strategy 𝑆𝑘 wins is

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑆𝑘 𝑤𝑖𝑛𝑠) =

𝑛∑︁
𝑚=𝑘+1

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑤𝑖𝑛| 𝑏𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑡𝑚)*

*𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑏𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑡𝑚) =

𝑛∑︁
𝑚=𝑘+1

𝑘

𝑚− 1

1

𝑛
=

=
𝑘

𝑛

𝑛∑︁
𝑚=𝑘+1

1

𝑚− 1
=

𝑘

𝑛
(

𝑛−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚
−

𝑘−1∑︁
𝑚=1

1

𝑚
).

If we take into account harmonic number 𝑙 − 𝑡ℎ is
approximately ln 𝑙 for 𝑙 large, then

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑆𝑘 𝑤𝑖𝑛𝑠) =
𝑘

𝑛
𝑙𝑛(

𝑛− 1

𝑘 − 1
) =

𝑙𝑛(𝑛−1
𝑘−1 )
𝑛
𝑘

.

For 𝑛 and 𝑘 large, we may replace 𝑛− 1 with 𝑛
and 𝑘 − 1 with k. Thus we are trying to optimize
𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

𝑥 , where 1 ≤ 𝑥 = 𝑛
𝑘 ≤ 𝑛.

To find where a function is largest, we check
the critical and endpoints. Letting 𝑔(𝑥) = 𝑙𝑛𝑥

𝑥 , we
see the endpoints give 𝑔(𝑛) = 𝑙𝑛𝑛

𝑛 . As

𝑔′(𝑥) =
1− 𝑙𝑛𝑥

𝑥2
,

𝑔′(𝑥) = 0 implies 𝑙𝑛𝑥 = 1 or 𝑥 = 𝑒. Thus the op-
timal 𝑘 is about 𝑛

𝑒 and the probability we end up
with the best is approximately
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𝑙𝑛𝑒

𝑒
=

1

𝑒
≈ 36, 8%.

Secretary problem with the two best. The
next question would be: what if the manager is a
little more flexible and changes his goal to hiring
one of the two best candidates? In this case what
strategy gives the largest probability that we end
up with either the best or second best candidate?
The answer turns out to be over 50 percent! We’ll
denote the location of the best and second best
candidates as 𝑚1 and 𝑚2. We assume again we
have a simple strategy of inter- viewing the first 𝑘
candidates, and afterwards discuss some variants
(see [7], p.36-37 in more detail).

If both 𝑚1 ≤ 𝑘 and 𝑚2 ≤ 𝑘 we always lose,
because we skip the first k candidate.

If the best is in the first 𝑘 and the second is
not, we lose unless the second best happens to be
in the final position. Thus the probability we win
in this case is 𝑘

𝑛
1
𝑛 .

If the second best candidate is in the first 𝑘
and the best is not, we automatically win with
this strategy! The probability of this happening
is 𝑘

𝑛
𝑛−𝑘
𝑛 . If 𝑘 is of the same order of magnitude

as 𝑛, then this will be a significant probability of
success.

After that we analyze the case when the top
two candidates are not in the first 𝑘. De-
note 𝐴 = ”𝑆𝑘 𝑤𝑖𝑛𝑠” for our case, 𝐻𝑚1,𝑚2 =
= ” 𝑏𝑒𝑠𝑡 𝑎𝑡𝑚1, 𝑠𝑒𝑐𝑜𝑛𝑑 𝑎𝑡𝑚2” The probability of
success 𝐴 in this case is

𝑛−1∑︁
𝑚1=𝑘+1

𝑛∑︁
𝑚2=𝑚1+1

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝐴|𝐻𝑚1,𝑚2
)𝑃𝑟𝑜𝑏(𝐻𝑚1,𝑚2

)

=

𝑛−1∑︁
𝑚1=𝑘+1

𝑛∑︁
𝑚2=𝑚1+1

𝑘

𝑚1 − 1

2

𝑛(𝑛− 1)
=

=
2𝑘

𝑛(𝑛− 1)

𝑛−1∑︁
𝑚1=𝑘+1

1

𝑚1 − 1
(𝑛−𝑚1) =

=
2𝑘

𝑛
(𝑙𝑛(

𝑛− 2

𝑘 − 1
)− 1 +

𝑘

𝑛
).

In the last expression to evaluate the sum – we
wrote 𝑛−𝑚1 as 𝑛−1− (𝑚1−1) and took into ac-
count harmonic number. Combining all the differ-
ent probabilities, we see the probability of winning
is

𝑃𝑟𝑜𝑏(𝑆𝑘 𝑤𝑖𝑛𝑠) =
𝑘

𝑛2
+
𝑘

𝑛
(1−𝑘

𝑛
)+

2𝑘

𝑛
(𝑙𝑛(

𝑛

𝑘
)−1+

𝑘

𝑛
).

As 𝑘 will be of the same size as 𝑛, the 𝑘/𝑛2 term
is negligible and if we let 𝑥 = 𝑛/𝑘 we just need to
optimize the function

𝑔(𝑥) =
1

𝑥
(1− 1

𝑥
) +

2

𝑥
(𝑙𝑛𝑥− 1 +

1

𝑥
)

To simplify calculus we let 𝑦 = 1/𝑥 = 𝑘/𝑛 and get

ℎ(𝑦) = 𝑦(1− 𝑦) + 2𝑦(−𝑙𝑛𝑦 − 1 + 𝑦)

Then the derivatives are

ℎ′(𝑦) = −3 + 2𝑦 − 2𝑙𝑛𝑦,

ℎ′′(𝑦) = 2(1− 1

𝑦
).

Numerically solving ℎ′(𝑦) = 0 implies 𝑦 ≈ 0, 3071
and we can check this is a maximum. Substitut-
ing this into our formula, we find the probability
of winning with this strategy is about 0.51239. It
means we have greater than a 50% chance of get-
ting one of the top two candidates!

Remark. We would like to notice that there is
an similar exploration to solve the secretary prob-
lem with two best, which the reader can find in
[9].

Stochastic experiment for the secretary
problem

In this section we present the results of the
stochastic experiments for the secretary problem
obtained by Monte Carlo approach. Monte Carlo
method is a powerful statistical technique that can
be employed to various problems: option pricing
[3], [10], diffusion modeling[2], portfolio optimiza-
tion [11] and other.

By simulating numerous iterations of the candi-
date selection process, you can estimate the prob-
ability of successfully selecting the best candidate
and evaluate the effectiveness of different strate-
gies. For Monte Carlo Simulation we use the next
steps [8], [4]:

1. Define the parameters: a number of candi-
dates (n) and a number of simulations (N).

2. Simulate candidate quality. For each iter-
ation, generate a list of candidates with random
quality scores. We have done it using a random
number generator to assign scores from a uniform
distribution and then some other distributions that
reflects the quality of candidates.

3. Implement the Selection Strategy. First we
choose parameter k. Then suppose the manager’s
strategy is (like in the original version of the secre-
tary problem) to reject the first k candidates and
then hire the next candidate who is better than all
candidates seen thus far.

4. Run the simulation. For each of the N itera-
tions we generate the candidate quality scores (n)
and apply the stopping rule to decide whether to
accept or reject each candidate. Then for the first
generalization we track whether the selected can-
didate is the best or second best candidate among
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all those presented. For the second generalization
we track whether the selected candidate is in the
top 𝜖 percent.

5. Collect Results. Record the number of times
the selected candidate is the best or second best
(for one generalization) or is in the top 𝜖 percent
(for the second generalization) across all iterations.
This will allow us to calculate the success rate of
the strategy.

6. Analyze the outcomes. Calculate the pro-
portion of successful selections (number of success-
ful selections / total iterations). Compare the suc-
cess rates of different strategies, including the clas-
sic optimal stopping rule and any alternative meth-
ods we have tested. Visualize the results using
graphs, to illustrate the distribution of outcomes.

First, we apply the Monte Carlo simulation for
Secretary problem with the two best candidates.
Using Python, we visualize the success rate of the
strategy and the theoretical probability of the op-
timal stopping for different k.

Figure 1. The compare theoretical probability and
the success rate of the optimal strategy for the two

best.

Then we visualize the Monte Carlo simulation
for Secretary problem with the top 𝜖 percent (for
the second generalization). On the picture we can
see the dependence of the success rate from 𝜖 for
uniform distribution.

Figure 2. Graphical representation for the
dependence of the success rate from 𝜖 for uniform

distribution.

From the graph in Fig. 2 we clearly see that
with increasing 𝜖, the probability (rate) of success
increases, and the number of candidates k that
were previously rejected decreases. For example,
for 𝜖 = 2% the maximum value of the success rate
is 45, 77 and 𝑘 = 31, for 𝜖 = 4% the maximum is
52, 42 and 𝑘 = 25, for 𝜖 = 10% these values are
68, 55 and 𝑘 = 19 respectively.

The next step is to learn the behavior of the
rate of successful experiments for a normal distri-
bution. Compared to a uniform distribution, we
have a less rapid growth with increasing degree.
However, the probability of success still increases,
and the number of candidates that need to be re-
viewed and rejected decreases.

Figure 3. Graphical representation for the
dependence of the success rate from 𝜖 for normal

distribution

Similarly, let us examine the behavior of the
probability of success for the exponential distribu-
tion.
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Figure 4. Graphical representation for the
dependence of the success rate from 𝜖 for exponential

distribution

Compared to the previous graphs, we immedi-
ately notice a very weak increase in the proportion
of successful experiments with increasing 𝜖.

Conclusion

In the paper some generalizations of the classi-
cal secretary problem were considered to be closer
to the conditions of the real world. The analyt-

ical analysis and the results of the stochastic ex-
periments showed that if the selection criteria are
made softer, choosing not only the best candidate,
but also others beside him, the probability of a suc-
cessful choice will be significantly increased. Thus,
if a manager is some flexible and ready to make a
concession of up to 10%, the probability of success
increases to 68.55%, which is almost twice as much,
compared to the value of 36.8% for the classical op-
tion. In this case the number of candidates that
need to be rejected, also decreases from 37 to 19
(for 100 candidates). At the same time, the mod-
ification, which allows choosing not only the best,
but also the second best candidate, also gives a sig-
nificant increase in success. With a smaller number
of candidates considered, namely 30%, the proba-
bility of success is 51.24%. The results are quite
applicable, and can be used for real-world situa-
tions in which it is necessary to make irreversible,
after-the-fact decisions.

Moreover, in stochastic experiment of the sec-
retary problem we apply a random number gener-
ator to assign scores to candidates not only from
a uniform distribution, but from some other dis-
tributions that reflect the quality of candidates.
We assume that the normal distribution is natu-
rally more suitable for describing the distribution
of candidate scores.
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Мельник Д. Л., Щестюк Н. Ю., Захарiйченко Ю. О.

СТОХАСТИЧНИЙ ЕКСПЕРИМЕНТ ДЛЯ ДЕЯКИХ
УЗАГАЛЬНЕНЬ ПРОБЛЕМИ СЕКРЕТАРЯ

У статтi розглядаються деякi узагальнення задачi секретаря, яка є класичною задачею в тео-
рiї оптимальної зупинки. Ми припускаємо, що менеджер дещо гнучкiший i змiнює свою мету так,
щоб найняти одного з двох найкращих кандидатiв. Iншим узагальненням є пошук кандидата серед
претендентiв з верхнього 𝜖 квантиля. Це означає, що ми погоджуємося вибрати кандидата, який
вiдрiзняється вiд абсолютного лiдера не бiльше нiж на задану величину (𝜖 вiдсоткiв). Починаючи
з класичної задачi секретаря, ми детально розглядаємо оптимальне рiшення задачi пошуку секре-
таря з двома найкращими кандидатами, дотримуючись результатiв, наведених у рiзних джерелах.
Ми наводимо пояснення з рiзних джерел, якi дають однакове оптимальне рiшення. Пiсля цього
ми презентуємо результати наших стохастичних експериментiв для обох узагальнень. Симулюючи
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чисельнi iтерацiї процесу вiдбору кандидатiв, ми оцiнюємо ймовiрнiсть успiшного вибору найкра-
щого кандидата. Ми демонструємо, що зi збiльшенням 𝜖 ймовiрнiсть (коефiцiєнт) успiху зростає,
а кiлькiсть кандидатiв, якi ранiше були вiдхиленi, зменшується. Бiльше того, коли ми генерує-
мо список кандидатiв iз випадковими оцiнками якостi, ми використовуємо генератор випадкових
чисел для присвоєння оцiнок з рiзних типiв розподiлу, що вiдображає якiсть кандидатiв.

Ми робимо висновок, що стохастичний експеримент, заснований на методi Монте-Карло, є поту-
жним статистичним методом, який можна використовувати для аналiзу рiзних узагальнень задачi
секретаря.

Необхiдно зауважити, що задача секретаря застосовується не лише в управлiннi персоналом
для пошуку найкращого кандидата, а й у рiзних галузях: в управлiннi проєктами, у розподiлi ре-
сурсiв, в iнформатицi. Завдяки запропонованим пiдходам, менеджер або iнший фахiвець отримує
iнструменти, якi дозволяють йому використовувати стратегiю, що максимiзує ймовiрнiсть зупини-
тися на найкращому кандидатi у випадку, якщо його задовольнить вибiр одного з двох або бiльше
топ-кандидатiв, i враховує рiзнi типи розподiлу, що вiдображає якiсть кандидатiв.

Ключовi слова: проблема секретаря, оптимальна зупинка, стохастичний експеримент, метод
Монте-Карло.
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PORTFOLIO OPTIMIZATION FOR REAL DATA:
APPROACHES AND CHALLENGES

Portfolio optimization continues to be a dynamic field within finance, integrating new theories and
technologies to better meet investor needs. As financial markets evolve, so too will the methodologies
used to optimize portfolios, making it an area ripe for ongoing research and innovation.

Classical Markowitz approach is based on the mean-variance optimization, which quantifies the trade-
off between risk (variance) and return (expected return). This approach had some limitations. It assumes
investors are rational, markets are efficient, and asset returns are normally distributed. As a response to
the some limitations of Markowitz theory minimum-VaR approach was appeared. This theory recognizes
some assymetry, that investors are more concerned about potential losses than gains and incorporates
downside risk measures like Value-at-Risk.

Despite advancements of the classical Markowitz theory and minimum VaR approach, challenges
remain in accurately estimating parameters, singularity of the covariance matrix and managing risks in
volatile markets.

In this paper we consider the mean-variance and mean-Var optimal portfolios and take into account
the case when the covariance estimated matrix is singular. We use the Moore-Penrose pseudoinverse
and Singular Value Decomposition (SVD) to find solutions. We apply these approaches and methodics to
real financial data, construct mean-variance and mean-Var optimal portfolios and compare the dynamics
of expected returns (mean), volatility and VaR for it.

Thanks to the proposed approaches, the investor gets a tool that allows him to make decisions about
choosing an approach to building an optimal portfolio, as well as taking into account the singularity of
the covariance matrix.

Keywords: portfolio optimization, mean-variance analysis, Markowitz optimal portfolio, value-at-
risk (VaR), min-VaR analysis, Moore-Penrose pseudoinverse, parameter estimation.

Introduction

Portfolio optimization is a critical area in fi-
nance that focuses on selecting the best mix of
assets to maximize returns while minimizing risk.
The history of portfolio optimization is rich and
has evolved significantly over the decades. The
idea of diversification dates back centuries, with
early investors recognizing that holding a vari-
ety of investments could reduce risk. The for-
malization of portfolio optimization began with
Harry Markowitz’s seminal paper "Portfolio Selec-
tion," published in 1952 [8]. Markowitz introduced
the concept of mean-variance optimization, which
quantifies the trade-off between risk (variance) and
return (expected return). Moreover, Markowitz
developed the concept of the efficient frontier, a
graphical representation of optimal portfolios that
offer the highest expected return for a given level
of risk.

However Markowitz theory had some limita-
tions. It assumes investors are rational and risk-
averse, markets are efficient, and asset returns
are normally distributed. Beside this, Markowitz
mean-variance optimization requires inverting the

covariance matrix to find the optimal portfolio
weights. If the matrix is singular, there are either
infinitely many solutions or none, and the standard
approach fails.

As a response to the some limitations of
Markowitz theory minimum-VaR theory was ap-
peared [1],[2]. It incorporates downside risk mea-
sures like Value-at-Risk (VaR) and Conditional
Value-at-Risk (CVaR)[7], [10]. This theory recog-
nizes some assymetry, that investors are more con-
cerned about potential losses than gains, leading
to different optimization approaches [3]. In [5] es-
timators, confidence regions, and test for minimum
VaR and CVaR optimal portfolios were considered.

Despite advancements of Markowitz and
minimum-VaR theories, the challenges remain in
accurately estimating parameters, managing risks
in volatile markets, and adapting to changing eco-
nomic conditions.

If the estimate covariance matrix is singular,
there are either infinitely many solutions or none,
and the standard approaches fail. In this case was
proposed use the Moore-Penrose pseudoinverse or
Singular Value Decomposition (SVD) to find solu-
tions [4]. These methods allow for a solution that

© A. Burdym, Y. Danyliuk, N. Shchestyuk, 2025
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minimizes the L2-norm (the sum of squared port-
folio weights), providing a unique and stable result
among the infinite possibilities [3].

In this paper we focus on the application of
mean-variance and min-Var optimal portfolios to
real data and take into account the case when
the covariance estimated matrix is singular. We
use the Moore-Penrose pseudoinverse and Singu-
lar Value Decomposition (SVD) to find solutions.
We apply this methodic to real financial data, con-
struct mean-variance and min-VaR optimal portfo-
lios and compare the dynamics of expected returns
(means), volatility and VaR for it.

The mean-variance and min-VaR optimal
portfolios: construction

The mean-variance portfolio. Let 𝑥𝑡 =
= (𝑥1𝑡, . . . , 𝑥𝑘𝑡)

′ be a vector of returns for 𝑘-
dimensional risky assets at time point 𝑡 = 1, . . . , 𝑛.
We assume that 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 are independently and
identically normally distributed, with a mean vec-
tor 𝜇 and covariance matrix Σ. We also assume
that Σ may be singular, with 𝑟𝑎𝑛𝑘(Σ) = 𝑟𝑛 < 𝑛 <
< 𝑘 + 1.

Furthermore, let 𝑤 = (𝑤1, . . . , 𝑤𝑘)
′ be a 𝑘-

dimensional vector of portfolio weights, where 𝑤𝑖

represents the portion of wealth allocated to the
𝑖-th asset and 1′𝑘𝑤 = 1, where 1𝑘 stands for the
𝑘-dimensional vector of ones.

We denote the expected return and variance of
the portfolio by 𝑅 = 𝑤′𝜇 and 𝑉 = 𝑤′Σ𝑤, respec-
tively.

Following the classical mean-variance expected
utility (EU) approach introduced by Markowitz,
the optimal portfolio maximizes the trade-off be-
tween expected return and risk (measured as vari-
ance). The optimization problem is formulated as:

max
w

[𝜇𝑤−
𝜏

2
·𝜎2

𝑤] =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝜇𝑖𝑤𝑖−
𝜏

2

⎛⎝ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜎𝑖𝑗𝑤𝑖𝑤𝑗

⎞⎠
(1)

subject to
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑤𝑖 = 1

where 𝜏 > 0 is the risk-aversion parameter, which
reflects the investor’s tolerance to risk. A larger
value of 𝜏 implies that the investor places more
weight on minimizing risk, while a smaller value
emphasizes return maximization. The closed-form
solution to the optimization problem (1) is given
by:

w =
Σ−11𝑘

1𝑇
𝑘Σ

−11𝑘
+

1

𝜏
𝑅𝜇 (2)

where 𝑅 is the projection matrix that orthogonal-
izes the return vector 𝜇 with respect to the con-
straint 1′

𝑘𝑥 = 1:

𝑅 = Σ−1 − Σ−11𝑘1
𝑇
𝑘Σ

−1

1𝑇
𝑘Σ

−11𝑘
(3)

and 1𝑘 is a 𝑘-dimensional vector of ones.
The optimal portfolios (EU) as proposed by

Markowitz’s theory lie on the upper part of
the parabola in the mean-variance space. This
parabola is known as the efficient frontier (EF)
and, if Σ is positive definite, is given by

(𝑅−𝑅GMV)
2 = 𝑠(𝑉 − 𝑉GMV)

where

𝑅GMV =
1′
𝑘Σ

−1𝜇

1′
𝑘Σ

−11𝑘
(4)

and

𝑉GMV =
1

1′
𝑘Σ

−11𝑘
(5)

are the expected return and variance of the global
minimum variance portfolio (GMVP) given by
(see, e.g., [6]) with parameter

𝑠 = 𝜇′𝑅𝜇,

where R is defined by 3
Thus, for constructing the optimal portfolio fol-

lowing the classical mean-variance expected utility
(EU) approach introduced by Markowitz, we need
just to compute the weights by 2. The expected
return (mean) R of the EU optimal portfolio one
can compute by 3, the variance is defined by 𝑉 =
= 𝑤′Σ𝑤 and Σ is positive definite.

The minimum-VaR portfolio. Markowitz
theory assumes investors are rational and risk-
averse, markets are efficient, and asset returns are
normally distributed.

Nevertheless real world admits some assymetry,
investors are more concerned about potential losses
than gains. In the papers [1; 2] were proposed
to use Value-at-Risk (VaR) as risk measures in
Markowitz’s optimization problem, instead of the
traditional variance.

VaR is defined as the potential loss of an in-
vestment portfolio at a given confidence level. This
measure is believed to provide a more accurate rep-
resentation of the risk in investor problem [11] and
portfolio management.

Formally, the value-at-risk of level 𝛼, 0 < 𝛼 ≤ 1
is a probability functional, defined as 𝛼-quantile of
the profit (loss) function 𝑌

𝑉@𝑅𝛼(𝑌 ) = 𝐺−1(𝛼) = 𝑖𝑛𝑓{ 𝑦 ∈ 𝑅 : 𝐺(𝑌 ) ≥ 𝛼} ,

where 𝐺 is the distribution function of 𝑌 , 𝐺−1 is
the quantile function of 𝛼, 0 < 𝛼 ≤ 1.
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It is worth to note that often it is recommended
(for examples by regulators Basel I and Basel II) to
denote 𝑉 𝑎𝑅 as the low quantile with minus sign:

𝑉@𝑅𝛼(𝑌 ) = −𝐺−1(𝛼)

For portfolio analysis we use the rate of return 𝑥𝑤

as the profit (loss) function 𝑌 . Then the VaR at
the confidence level 𝛼 ∈ (0.5, 1) (VaR𝛼) is defined
as the rate of return 𝑥𝑤 such that

𝑃 {𝑥𝑤 < −VaR𝛼} = 1− 𝛼 (6)

where
𝑥𝑤 = 𝑥′𝑤.

The optimization problem, as proposed by [1; 2],
can be stated as follows:

𝑉 𝑎𝑅𝛼 → min, subject to 1′
𝑘𝑤 = 1. (7)

[1; 2] have derived the exact expressions of its
weights and characteristics. In addition, they have
shown that the necessary and sufficient condition
for constructing the minimum VaR portfolio, i.e.,
for a solution to exist in (7), is 𝑠 < 𝑧2𝛼. Here, the
quantity 𝑧𝛼 = −Φ−1(1−𝛼) denotes the 𝛼-quantile
of the standard normal distribution.

In the paper [5] were introduced and used alter-
native expressions of the weights and of the charac-
teristics of the minimum VaR portfolio in terms of
(4) and (5). The weights of the portfolio obtained
in (7) are given by 𝑤VaR:

𝑤𝑉 𝑎𝑅 = 𝑤GMV +

√
𝑉GMV√︀
𝑧2𝛼 − 𝑠

𝑅𝜇, (8)

where

𝑤𝐺𝑀𝑉 =
Σ−11𝑘

1′
𝑘Σ

−11𝑘
.

The portfolio’s value-at-risk is 𝑀VaR, with a
mean of 𝑅VaR and variance of 𝑉VaR:

𝑀VaR =
√︀
𝑧2𝛼 − 𝑠

√︀
𝑉GMV −𝑅GMV.

𝑅VaR = 𝑤′
VaR𝜇 = 𝑅GMV +

𝑠√︀
𝑧2𝛼 − 𝑠

√︀
𝑉GMV,

Thus, for constructing the min-VaR optimal port-
folio we need to compute the weights 𝑤VaR by 8.
The expected return (mean) 𝑅VaR in this case one
can compute by 8, the variance is defined by 𝑉 =
= 𝑤′Σ𝑤 and Σ is positive definite.

The VaR evaluation. In this section we dis-
cuss in more details the problems of VaR estima-
tion.

For evaluating 𝑉 𝑎𝑅 there are some meth-
ods. 𝑉 𝑎𝑅 can be estimated either parametri-
cally (for example, variance-covariance 𝑉 𝑎𝑅) or
non-parametrically (for examples, historical sim-
ulation 𝑉 𝑎𝑅 or resampled 𝑉 𝑎𝑅). A McKinsey re-
port published in May 2012 estimated that 85%
of large banks were using historical simulation and
the other 15% used Monte Carlo methods. We
can notice, that in [13] we applied the Markowitz
technics to construct the optimal portfolio for real
data. Moreover, we apply Monte Carlo method to
compute 𝑉 𝑎𝑅 for constructed portfolios with some
assumption of their distribution. In [12], [14] we
evaluate 𝑉 𝑎𝑅 by parametric method as 𝛼-quantile
of the loss-profit function 𝐺 with known parame-
ters. In this paper we focus on historical and non-
parametric methods.

Historical (non-parametric) method.
This is the most intuitive approach, relying solely
on historical return data without any distribu-
tional assumptions. The method involves the fol-
lowing steps:

• Sort the historical portfolio returns 𝑥𝑤 in as-
cending order.

• Identify the quantile corresponding to the
loss level 𝛼 ∈ (0, 1), which corresponds to
the confidence level (1− 𝛼).

The VaR is defined by 6 and estimated as em-
pirical (1− 𝛼)-quantile of the sorted sample 𝑥𝑤.

Parametric (variance-covariance)
method. This method assumes that the returns
of the asset or portfolio are normally distributed.
Given the standard deviation 𝜎 and the portfolio
value 𝑊 , the VaR for a single period is calculated
as:

𝑉 𝑎𝑅𝛼 = 𝑧𝛼 · 𝜎 ·𝑊,

where 𝑧𝛼 = −Φ−1(1 − 𝛼) is the standard normal
quantile corresponding to the specified loss level 𝛼.

For a multi-period horizon of length 𝑡, the for-
mula becomes:

𝑉 𝑎𝑅𝛼(𝑡) = 𝑧𝛼 · 𝜎 ·𝑊 ·
√
𝑡,

assuming the returns are independent and identi-
cally distributed across time.

Commonly used values of 𝛼 include 0.1, 0.05,
and 0.01, which correspond to confidence levels of
90%, 95%, and 99%, respectively. The associated
quantiles 𝑧𝛼 are summarized below:

Confidence level 𝑧𝛼
90% 1.282
95% 1.645
99% 2.326
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Example 1. Let us estimate the VaR of a pre-
viously constructed portfolio using the parametric
method. Consider the following inputs:

Σ =

⎡⎣0.05 0.01 0.02
0.01 0.04 0.015
0.02 0.015 0.03

⎤⎦ ,

𝜇 =

⎡⎣0.150.10
0.12

⎤⎦ ,

𝛼 = 0.95, 𝑊 = 1

Portfolio weights: [0.289, 0.289, 0.422]
First, we compute the portfolio variance:

𝜎 =
√
0.02307 ≈ 0.1519

Then, the 95% Value-at-Risk is calculated as:

𝑉 𝑎𝑅0.95 = 1.645× 0.1519 ≈ 0.250

Hence, with 95% confidence, the maximum ex-
pected portfolio loss over the period is approxi-
mately not more than 25% of the portfolio value.

Estimators: non-singular and singular cases

In practice Σ is an unknown matrix and should
be estimated using historical values of asset re-
turns. Given a sample of 𝑛 independent observa-
tions 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 of returns on 𝑘 assets we calculate
the sample estimators of 𝜇 – the mean vector and
Σ – the covariance matrix, respectively by

𝑥 =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖, 𝑆 =
1

𝑛− 1

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑥𝑖 − 𝑥)′.

Non-singular case. If the sample covariance
matrix 𝑆 is non-singular, then the formulas for con-
structing mean-variance portfolio or minimal VaR
portfolio can be applied directly by replacing the
unknown population covariance matrix Σ with the
sample covariance matrix 𝑆.

Example 2: Solving the Portfolio Optimization
Problem

Given the covariance matrix Σ, expected re-
turns vector 𝜇, and risk aversion parameter 𝜏 :

Σ =

⎡⎣0.05 0.01 0.02
0.01 0.04 0.015
0.02 0.015 0.03

⎤⎦ , 𝜇 =

⎡⎣0.150.1
0.12

⎤⎦ , 𝜏 = 10

The inverse of the covariance matrix is:

Σ−1 =

⎡⎣ 27.27 0 −18.18
0 30.77 −15.38

−18.18 −15.38 53.15

⎤⎦

The first term of the solution:

Σ−11

1𝑇Σ−11
=

⎡⎣0.2060.349
0.445

⎤⎦
The second term:

1

𝜏
𝑅𝜇 =

⎡⎣ 0.0829
−0.0600
−0.0222

⎤⎦
Final portfolio weights:

x =

⎡⎣0.2890.289
0.422

⎤⎦
Python Implementation. The function

optimize_portfolio_by_Markowitz_2_test
takes the following parameters:

• mean_returns – vector of expected returns
• cov_matrix – covariance matrix
• T – risk aversion parameter 𝜏

Figure 1. Function implementation of Markowitz
Model 2

The function uses numpy.linalg.solve to
compute the inverse, constructs a vector of ones,
and calculates the optimal weights according to the
extended Markowitz model.

Figure 2. Resulting optimal portfolio weights

This example demonstrates how to build an op-
timal portfolio that balances expected return and
risk using the extended Markowitz model.

Singular case. In practical applications,
the sample covariance matrix 𝑆 may be singular.
When 𝑆 is nonsingular, it is possible to use the
Moore-Penrose pseudoinverse instead of the regu-
lar matrix inverse [4; 9].

The Moore-Penrose pseudoinverse of a matrix
𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, denoted by 𝐴+, is defined as the
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unique matrix that satisfies the following four con-
ditions:

𝐴𝐴+𝐴 = 𝐴,

𝐴+𝐴𝐴+ = 𝐴+,

(𝐴𝐴+)⊤ = 𝐴𝐴+,

(𝐴+𝐴)⊤ = 𝐴+𝐴.

This matrix generalizes the concept of an inverse
to possibly singular or non-square matrices.

To compute the Moore-Penrose pseudoinverse
in practice, one typically uses the Singular Value
Decomposition (SVD). Given a matrix 𝐴 of size
𝑚× 𝑛, it can be decomposed as:

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 ⊤,

where 𝑈 and 𝑉 are orthogonal matrices, and Σ is a
diagonal matrix with non-negative singular values.
The pseudoinverse is then given by:

𝐴+ = 𝑉 Σ+𝑈⊤,

where Σ+ is obtained by taking the reciprocal of
the non-zero entries of Σ and transposing the re-
sulting matrix.

Example 3.
In this example we would like to demonstrate

how to compute the inverted matrix by hands and
by Python. Consider the singular matrix:

𝐴 =

[︂
3 6
−1 −2

]︂
Compute the determinant:

det(𝐴) = 3 · (−2)− 6 · (−1)

= −6 + 6 = 0

Since det(𝐴) = 0, matrix 𝐴 is singular and can-
not be inverted classically.

SVD decomposition:

𝐴 = 𝑈Σ𝑉 𝑇

Singular values:

𝜎1 =
√
50, 𝜎2 = 0

Σ =

[︂√
50 0
0 0

]︂
, Σ+ =

[︂ 1√
50

0

0 0

]︂
Matrices 𝑈 and 𝑉 :

𝑈 =

[︂
−0.9487 −0.3162
0.3162 −0.9487

]︂
, 𝑉 =

[︂
−0.4472 −0.8944
−0.8944 0.4472

]︂

Transpose of 𝑈 :

𝑈𝑇 =

[︂
−0.9487 0.3162
−0.3162 −0.9487

]︂
Intermediate multiplication:

Σ+𝑈𝑇 =

[︂ 1√
50

0

0 0

]︂ [︂
−0.9487 0.3162
−0.3162 −0.9487

]︂
=

[︂
−0.1341 0.0447

0 0

]︂
Final multiplication:

𝐴+ =

[︂
−0.4472 −0.8944
−0.8944 0.4472

]︂ [︂
−0.1341 0.0447

0 0

]︂
=

[︂
0.06 −0.02
0.12 −0.04

]︂
Final result:

𝐴+ =

[︂
0.06 −0.02
0.12 −0.04

]︂
Now, consider the same example using a

Python implementation and verify the result.
We use the same matrix:

𝐴 =

[︂
3 6
−1 −2

]︂
To verify the manual result, we compute the

pseudoinverse using Python.
Determinant:

det(𝐴) = 0.0

Using np.linalg.pinv:

𝐴+ =

[︂
0.06 −0.02
0.12 −0.04

]︂
Using np.linalg.svd and manual reconstruc-

tion:
𝐴+ =

[︂
0.06 −0.02
0.12 −0.04

]︂
.

To construct mean-variance optimal portfolio
in the case of a singular sample covariance matrix
𝑆, the portfolio weights under the expected utility
criterion are estimated using:

̂︀w+
𝐸𝑈 =

S+1𝑘

1⊤
𝑘 S

+1𝑘
+ 𝛼−1 ̂︀R+x̄,

where ̂︀R+ = S+ − S+1𝑘1
⊤
𝑘 S

+

1⊤
𝑘 S

+1𝑘
.

Similarly, the Global Minimum Variance
(GMV) portfolio estimators in the singular case
are obtained as:

𝑅̂+
GMV =

1⊤
𝑘 𝑆

+ 𝑥

1⊤
𝑘 𝑆

+1𝑘
,

𝑉 +
GMV =

1

1⊤
𝑘 𝑆

+1𝑘
,

ŵ+
GMV =

𝑆+1𝑘

1⊤
𝑘 𝑆

+1𝑘
.
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To construct the Value-at-Risk (VaR) efficient
portfolio in the singular case we compute the port-
folio weights in the form:

𝑤̂+
VaR = 𝑤̂+

GMV +

√︁
𝑉 +
GMV√︀

𝑧2𝛼 − 𝑠+
· 𝑅̂+𝑥̄.

where

𝑠+ = 𝑥̄⊤𝑅̂+𝑥̄, and 𝑅̂+ = 𝑆+ − 𝑆+1𝑘1
⊤
𝑘 𝑆

+

1⊤𝑘 𝑆
+1𝑘

.

Then, for singular case the portfolio’s value-at-risk,
the estimated VaR-efficient return and variance are
given by:

𝑀̂+
VaR =

√︀
𝑧2𝛼 − 𝑠+ ·

√︁
𝑉 +
GMV − 𝑅̂+

GMV,

𝑅̂+
VaR = 𝑅̂+

GMV +
𝑠+√︀

𝑧2𝛼 − 𝑠+
·
√︁
𝑉 +
GMV,

𝑉 +
VaR =

𝑧2𝛼
𝑧2𝛼 − 𝑠+

· 𝑉 +
GMV.

Example 4. In this example we would like to
demonstrate how to construct Marcowitz portfo-
lio in the singular case by hands and by Python.
Now we consider an example of Markowitz port-
folio optimization with an investor risk aversion
coefficient 𝜏 = 4000. This case illustrates a sin-
gularity scenario since the covariance matrix has a
zero determinant. The Singular Value Decomposi-
tion (SVD) algorithm is demonstrated along with
step-by-step calculations.

𝜇1 = 0.1, 𝜇2 = 0.08, 𝜏 = 4000

Σ =

[︂
2 4
1 2

]︂
To compute the Moore–Penrose pseudoinverse

of Σ, we proceed as follows:

ΣΣ𝑇 =

[︂
2 4
1 2

]︂ [︂
2 1
4 2

]︂
=

[︂
20 10
10 5

]︂

det

[︂
20− 𝜆 10
10 5− 𝜆

]︂
= (20−𝜆)(5−𝜆)−100 = 𝜆2−25𝜆 = 0

𝜆1 = 25, 𝜆2 = 0, 𝜎1 = 5, 𝜎2 = 0

Σ =

[︂
5 0
0 0

]︂
, Σ+ =

[︂
1
5 0
0 0

]︂
For the eigenvectors of ΣΣ𝑇 , we have:

(ΣΣ𝑇 − 25𝐼)𝑢⃗ = 0 ⇒
[︂
−5 10
10 −20

]︂
𝑢⃗1 = 0 ⇒

𝑢̂1 =
1√
5

[︂
2
1

]︂

(ΣΣ𝑇 − 0𝐼)𝑢⃗ = 0 ⇒
[︂
20 10
10 5

]︂
𝑢⃗2 = 0 ⇒

𝑢̂2 =
1√
5

[︂
−1
2

]︂

𝑈 =

[︃
2√
5

−1√
5

1√
5

2√
5

]︃

𝑣1 =
1

5
Σ𝑇𝑢1 =

1

5
√
5

[︂
5
10

]︂
=

1√
5

[︂
1
2

]︂
,

𝑣2 =
1√
5

[︂
−2
1

]︂

𝑉 =

[︃
1√
5

−2√
5

2√
5

1√
5

]︃

𝑉 Σ+ =

[︃
1

5
√
5

0
2

5
√
5

0

]︃

𝑈𝑇 =

[︃
2√
5

1√
5

−1√
5

2√
5

]︃

Σ+ = 𝑉 Σ+𝑈𝑇 =

[︂
2
25

1
25

4
25

2
25

]︂
Next, we calculate the optimal portfolio using

this pseudoinverse:

Σ+ =

[︂
0.08 0.04
0.16 0.08

]︂
, 𝜇 =

[︂
0.1
0.08

]︂
, 1𝑘 =

[︂
1
1

]︂

Σ+1𝑘 =

[︂
0.12
0.24

]︂
, 1⊤

𝑘 Σ
+1𝑘 = 0.36

Σ+1𝑘

1⊤
𝑘 Σ

+1𝑘
=

[︂
1
3
2
3

]︂
Σ+𝜇 =

[︂
0.012
0.024

]︂
,

1

2𝜏
=

1

8000

1

8000
· Σ+𝜇 =

[︂
1.5× 10−6

3× 10−6

]︂

𝑤𝐸𝑈 =

[︂
1
3
2
3

]︂
+

[︂
1.5× 10−6

3× 10−6

]︂
=

[︂
0.3330015
0.666003

]︂
Now we replicate the same example using a

Python program to verify the correctness of the
manual computations. The result is a vector 𝑥
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representing the optimal asset weights that simul-
taneously account for risk minimization, expected
return, and the investor’s risk aversion. For clar-
ity, the program also prints auxiliary results such
as the pseudoinverse matrix Σ+, individual com-
ponents 𝑥(1), 𝑥(2), and the final portfolio weights.

We use the same input:

𝜇1 = 0.1, 𝜇2 = 0.08, 𝜏 = 4000, Σ =

[︂
2 4
1 2

]︂
The output of the Python implementation is:

det(Σ) = 0.0

Σ+ =

[︂
0.08 0.04
0.16 0.08

]︂

Minimum variance component =
[︂
0.33333333
0.66666667

]︂
,

Risk-adjusted return component =
[︂
1 · 10−7

2 · 10−7

]︂

Optimal portfolio weights =
[︂
0.33333343
0.66666687

]︂
These results confirm the accuracy of both the

manual and programmatic approaches to portfolio
optimization in the presence of a singular covari-
ance matrix.

Illustration for the Real Financial Data

Markowitz Portfolio. The data for analysis
was obtained from the Yahoo Finance API using
the Python library yfinance. For each asset, his-
torical daily closing prices were downloaded for the
period from November 30, 2022 to November 30,
2023.

The portfolio consists of five assets:
• Amazon (AMZN) - Technology
• Mastercard (MA) - Finance
• Netflix (NFLX) - Entertainment
• Uber (UBER) - Transport
• Adobe (ADBE) - Software
Two values of the 𝜏 parameter were selected for

the study:
• 𝜏 = 20 — aggressive strategy focusing on

maximizing return
• 𝜏 = 100 — conservative strategy aiming at

minimizing risk

Parameter Value
Optimal weights
AMZN 23.2%
MA 2.3%
NFLX 43.9%
UBER 10.0%
ADBE 20.6%
Portfolio volatility 0.01292
Return distribution Not normal
VaR (95%)
Parametric 0.336805
Historical 0.020637

Table 1. Portfolio characteristics for 𝜏 = 20

Parameter Value
Optimal weights
AMZN 5.5%
MA 4.0%
NFLX 78.7%
UBER 5.7%
ADBE 6.1%
Portfolio volatility 0.01118
Return distribution Not normal
VaR (95%)
Parametric 0.291376
Historical 0.017616

Table 2. Portfolio characteristics for 𝜏 = 100

Figure 3. Portfolio wealth dynamics for Markowitz
portfolio with 𝜏 = 20 and 𝜏 = 100

Figure 4. Parametric VaR dynamics for Markowitz
portfolio with 𝜏 = 20 and 𝜏 = 100
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Figure 5. Historical VaR dynamics for Markowitz
portfolio with 𝜏 = 20 and 𝜏 = 100

Figure 6. Portfolio wealth dynamics for Markowitz
portfolio with 𝜏 = 20 and 𝜏 = 100

Our analysis highlights how varying the 𝜏 pa-
rameter impacts portfolio behavior. With 𝜏 = 20,
the portfolio remains diversified—43.9% in NFLX,
23.2% in AMZN, and 20.6% in ADBE. A shift to
a conservative 𝜏 = 100 results in a highly con-
centrated allocation (78.7% in NFLX) and reduces
volatility by 13.5%.

This is confirmed by declines in both paramet-
ric VaR (from 0.337 to 0.291) and historical VaR
(from 0.021 to 0.018), indicating lower risk. Given
the non-normal return distribution, historical VaR
proves more reliable.

Overall, the analysis shows how adjusting 𝜏 bal-
ances concentration and risk, linking theoretical
models to real market dynamics. The findings un-
derscore the importance of strategy calibration for
achieving targeted risk-return profiles.

Minimum VaR portfolio. The data for this
analysis was obtained using the same methodology
as in the previous example, sourced from the Ya-
hoo Finance API via the yfinance Python library.
The portfolio comprises the same five assets: Ama-
zon (AMZN), Mastercard (MA), Netflix (NFLX),
Uber (UBER), and Adobe (ADBE), with histor-
ical daily closing prices covering the period from
November 30, 2022, to November 30, 2023.

The optimal weights for the Minimum VaR
Portfolio were calculated to minimize the Value-
at-Risk (VaR). The resulting allocation is:

Parameter Value
Optimal weights
AMZN 25.59%
MA 0.14%
NFLX 42.56%
UBER 31.71%
ADBE 0.00%
Portfolio volatility 0.01379
Return distribution Not normal
VaR (95%)
Parametric 0.359239
Historical 0.019444

Table 3. Key characteristics of the VaR-min portfolio.

Figure 7. Portfolio wealth dynamics for the
min-VaR portfolio.

Figure 8. Portfolio volatility dynamics for the
min-VaR portfolio.

Figure 9. Historical and parametric VaR dynamics
for the min-VaR portfolio.

The analysis demonstrates that the minimum
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VaR portfolio is predominantly allocated to Net-
flix (NFLX) and Uber (UBER), with only marginal
exposure to Mastercard (MA) and Adobe (ADBE).
This allocation pattern reflects the optimiza-
tion objective of minimizing Value-at-Risk (VaR),
which naturally favors assets that have shown
greater stability during adverse market conditions.

Compared to the conservative Markowitz port-
folio (𝜏 = 100), the VaR-min portfolio exhibits
slightly higher volatility. However, it achieves
marginally lower historical VaR, highlighting its
superior resilience during periods of market stress.
Given the non-normal nature of return distribu-
tions, historical VaR emerges as a more reliable in-
dicator of downside risk than the parametric mea-
sure.

Conclusion and discussion

In the paper two approaches to portfolio opti-
mization were considered: the mean-variance and
min-VaR technics. We apply these approaches to
real financial data.

Firstly we estimate the parameters and take
into account the case when the covariance esti-
mated matrix is singular. We use the Moore-
Penrose pseudoinverse and Singular Value Decom-
position (SVD) to find solutions and demonstrate
this in terms of some example.

After that we construct mean-variance and
min-VaR optimal portfolios and compare the dy-
namics of portfolio wealth (means), volatility and
Value-ar-risk for it.

The analysis provided in Python demonstrates
some interesting facts. For Marcowitz portfolio we
see how adjusting 𝜏 balances concentration and
risk, linking theoretical models to real market dy-

namics. The findings underscore the importance
of strategy calibration for achieving targeted risk-
return profiles.

Minimum VaR allocation pattern reflects the
optimization objective of minimizing Value-at-
Risk (VaR), which naturally favors assets that have
shown greater stability during adverse market con-
ditions.

The time dynamics of portfolio mean and VaR
confirm the effectiveness of min-VaR strategy in
balancing risk and return. By prioritizing VaR
minimization over traditional mean-variance ob-
jectives, the resulting portfolio provides a distinct
and practical alternative framework for portfolio
construction.

This min-VaR approach underscores the value
of targeted optimization in modern portfolio the-
ory: by explicitly focusing on risk protection, in-
vestors can achieve portfolios that are not only the-
oretically sound but also better aligned with real-
world risk management objectives.

Theoretical researches (see for example [1] )
show that the min-VaR optimization problem is
equivalent to Markowitz’s optimization problem if
the returns on assets are multivariate normally dis-
tributed. As a result, all optimal portfolios ob-
tained by solving (7) are lying on the EF, the set of
optimal portfolios resulting from Markowitz’s ap-
proach. The returns on real assets are not mostly
multivariate normally distributed. It is a reason
why the min-VaR and mean-variance portfolios
demonstrate differebt behavour for real data.

Thanks to the analysis to proposed approaches,
the investor gets a tool that allows him to make de-
cisions about choosing an approach to building an
optimal portfolio, as well as taking into account
the singularity of the covariance matrix.
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Бурдим А. А., Данилюк Є. А., Щестюк Н. Ю.

ПОРТФЕЛЬНА ОПТИМIЗАЦIЯ ДЛЯ РЕАЛЬНИХ
ДАНИХ: ПIДХОДИ ТА ВИКЛИКИ

Теорiя портфельної оптимiзацiї продовжує бути динамiчною галуззю у фiнансах, iнтегруючи
новi теорiї та пiдходи для кращого задоволення потреб iнвесторiв. З розвитком фiнансових ринкiв
розвиватимуться й новi пiдходи для оптимiзацiї портфелiв, що робить цей напрям сприятливим
для появи нових дослiджень та iнновацiй.

Класичний пiдхiд Марковiца базується на оптимiзацiї функцiї, яка кiлькiсно визначає компро-
мiс мiж ризиком (дисперсiєю) та очiкуваною дохiднiстю. Проте цей пiдхiд має деякi обмеження.
Зокрема, вiн припускає, що iнвестори рацiональнi, їхнє ставлення до ризику регулюється деяким
параметром, ринки ефективнi, а дохiднiсть активiв розподiлена нормально. У вiдповiдь на обме-
ження теорiї Марковiца з’явився iнший пiдхiд, що визнає певну асиметрiю, тобто iнвестори бiль-
ше стурбованi потенцiйними збитками, нiж прибутками. Цей пiдхiд базується на мiнiмiзацiї так
званого показника величини ризику Value-at-Risk. Незважаючи на досягнення класичної теорiї
Марковiца та пiдходу мiнiмiзацiї VaR-показника, залишаються виклики, пов’язанi з проблемами
оцiнки параметрiв, можливiстю появи сингулярної оцiночної коварiацiйної матрицi та управлiнням
ризиками на волатильних ринках.

У цiй статтi ми розглядаємо побудову оптимальних портфелiв як за пiдходом Марковiца, так
i за мiнiмiзацiєю показника величини ризику, а також враховуємо випадок, коли коварiацiйна
оцiночна матриця є сингулярною. Ми використовуємо псевдообернений метод Мура—Пенроуза та
розкладання за сингулярним значенням (SVD) для пошуку рiшень. Ми застосовуємо цi пiдходи
та методики до реальних фiнансових даних, будуємо оптимальнi портфелi за двома пiдходами,
порiвнюємо динамiку змiни дохiдностi, варiатичностi i показника ризику для цих оптимальних
портфелей мiж собою i з динамiкою рiвномiрного портфеля.

Завдяки запропонованим пiдходам iнвестор отримує iнструмент, який дозволяє йому приймати
рiшення щодо вибору пiдходу при побудовi оптимального портфеля, а також враховувати сингу-
лярнiсть коварiацiйної матрицi.

Ключовi слова: оптимiзацiя портфеля iнвестора, середньодисперсiйний аналiз, оптимальний
портфель Марковiца, вартiсна мiра ризику (VaR), мiнiмум-VaR-аналiз, псевдообернений метод
Мура—Пенроуза, оцiнка параметрiв.
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LAST TIME MOMENT OPTIMALITY IN UNIFORM
1-BULLET SILENT DUEL WITH SCALED
EXPONENTIALLY-CONVEX ACCURACY

The uniform 1-bullet silent duel with scaled exponentially-convex accuracy of payoffs is a symmetric
matrix game whose optimal value is 0, and each of the duelists has the same optimal behavior, whether
it is in pure or mixed strategies. Such duels model two-side competitive interaction, where the purpose
is to gain a reward by making the best possible decision through quantized time. It is proved that the
last time moment is optimal in the duel with N time moments only when the accuracy factor does not

exceed marginal value e−e
N−2
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e
N−2
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. If the accuracy factor is dropped below this marginal value, then the

last time moment is single optimal. If the accuracy factor is exactly equal to the marginal value, the
duelist has two optimal time moments: the penultimate and last one. The conditions of the last time
moment optimality can be set to force the duelist to act the latest possible, which is quite useful in
some blockchain settings, where participants (e. g., validators or miners) choose when to attempt block
proposal or transaction insertion under uncertainty.

Keywords: uniform 1-bullet silent duel, scaled accuracy, exponentially-convex accuracy, matrix
game, last time moment optimality.

Uniform 1-bullet silent duels

The uniform 1-bullet silent duel is a timing
game [1], [2]

⟨XN , YN , UN ⟩ =

=
〈
{xi}Ni=1 , {yj}

N
j=1 , UN

〉
(1)

of two players (duelists) whose pure strategy sets
are denoted by

XN = {xi}Ni=1 =

{
i− 1

N − 1

}N

i=1

= TN =

= {tq}Nq=1 =

{
q − 1

N − 1

}N

q=1

⊂ [0; 1] , (2)

YN = {yj}Nj=1 =

{
j − 1

N − 1

}N

j=1

= TN =

= {tq}Nq=1 =

{
q − 1

N − 1

}N

q=1

⊂ [0; 1] , (3)

and payoff matrix UN is skew-symmetric [3], [4]:

UN = [uij ]N×N = [−uji]N×N = −UT
N . (4)

Uniform 1-bullet silent duels model two-side com-
petitive interaction, where the purpose is to gain
a reward by making the best possible decision
through quantized time [2], [4]. This time is set

TN in (2), (3), consisting of N successive time mo-
ments {tq}Nq=1 of possible shooting [1] and repre-
senting the standardized time span [0; 1] upon its
equidistant (uniform) quantization with a step of

1
N−1 . Thus, the duelist is allowed to legitimately
shoot only at one of the time moments in set TN ,
where number N determines the duel size. Shoot-
ing the bullet is a metaphor of making a single
decision, where the duelist benefits from shooting
as late as possible but only by shooting first [2],
[3], [5].

Optimal time moment existence

Uniform 1-bullet silent duel (1) by (2) — (4), be-
ing a finite zero-sum game, always has a solution at
least in mixed strategies [2], [3]. Besides, the duel
is symmetric, and thus its optimal game value is 0,
and each of the duelists has the same set of opti-
mal strategies, which can be both pure and mixed
[1], [6]. However, due to finite 1-bullet silent duels
are commonly used to model non-repeatable inter-
action processes, the main goal is to determine all
optimal time moments (optimal pure strategies)
for the duelist to shoot [1], [7]. If there are no op-
timal time moments at the duelist, i. e. duel (1) is
not solved in pure strategies (but, certainly, it is
solved in mixed strategies), the duel configuration
is forcedly modified through changing the struc-
ture of payoff matrix UN in order to come up with

© V. Romanuke, 2025
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a pure-strategy optimal behavior for the duelist [1].
Owing to the skew-symmetry of matrix (4),

whose main diagonal is of N zeros, any saddle
point of matrix (4) is a zero entry in a nonneg-
ative row and a nonpositive column [3]. Thus, if
row i∗ of matrix (4) by i∗ ∈

{
1, N

}
is nonneg-

ative, then row i∗ contains a saddle point on the
main diagonal [4] and time moment ti∗ is optimal.
A symmetric reasoning is true for columns: if col-
umn i∗ of matrix (4) by i∗ ∈

{
1, N

}
is nonposi-

tive, then column i∗ contains a saddle point on the
main diagonal [2] and time moment ti∗ is optimal.
So, it is conventionally possible to conclude on op-
timal time moment existence by studying only ei-
ther nonnegative rows or nonpositive columns of
payoff matrix (4).

If row i∗ contains a negative entry, time mo-
ment ti∗ is not optimal. At that, column i∗ con-
tains the positive entry. If row i∗ contains only
positive entries, except for the main diagonal en-
try ui∗i∗ = 0, then there is the single optimal time
moment ti∗ in this duel [4], [8].

Scaled payoff exponential rate

Duel (1) by (2) — (4) is configured by the struc-
ture of payoff matrix (4), which is determined by
how its entries are calculated. In general,

uij = ag (xi)− ag (yj)+

+a2g (xi) g (yj) sign (yj − xi)

for i = 1, N and j = 1, N (5)

by some discrete accuracy functions g (xi) and
g (yj) of the first and second duelists, respectively,
scaled with an accuracy factor a > 0, where

g (x1) = g (y1) = g (0) = 0 and
g (xN ) = g (yN ) = g (1) = 1. (6)

Commonly, these functions are nondecreasing. As
rewards increase with time, and the increment is
rather nonlinear than linear, it is appropriate to
consider exponentially-increasing accuracy func-
tions. So, instead of (5), entry uij of payoff matrix
(4) is calculated as

uij = ag (exi)− ag (eyj )+

+a2g (exi) g (eyj ) sign (yj − xi)

for i = 1, N and j = 1, N (7)

by still obeying requirements similar to (6):

g (ex1) = g (ey1) = g
(
e0
)
= g (1) = 0 and

g (exN ) = g (eyN ) = g
(
e1
)
= g (e) = 1. (8)

Seemingly, accuracy factor a just scales the reward,
but its genuine impact will be ascertained below.

Assume that an exponentially-increasing accu-
racy function of the duelist is

g (ez) = αez + β by α ∈ R\ {0} , β ∈ R. (9)

As function (9) of variable z must obey require-
ments (8), then

g
(
e0
)
= g (1) = α+ β = 0,

g
(
e1
)
= g (e) = αe+ β = 1,

whence
β = −α = 1− αe,

α (e− 1) = 1,

and
α =

1

e− 1
, β =

1

1− e
. (10)

Upon plugging (10) into (9) function g (ez) be-
comes an exponentially-convex-accuracy function:

g (ez) =
ez

e− 1
− 1

e− 1
=

ez − 1

e− 1
. (11)

Then, upon plugging (11) into (7), entry uij of
payoff matrix (4) is calculated as

uij = a · e
xi − 1

e− 1
− a · e

yj − 1

e− 1
+

+a2 · e
xi − 1

e− 1
· e

yj − 1

e− 1
· sign (yj − xi) =

= a · e
xi − eyj

e− 1
+

+a2 · (e
xi − 1) (eyj − 1)

(e− 1)
2 · sign (yj − xi)

for i = 1, N and j = 1, N. (12)

Hence, the general goal is to determine optimal
time moments for the duelist in uniform 1-bullet
silent duel (1) by (2) — (4) and (12). In this pa-
per, the particular goal is to determine whether
and when the last time moment tN = 1 is op-
timal in such a duel. The conditions of the last
time moment optimality can be set to force the
duelist to act the latest possible, which is quite
useful in some blockchain settings, where partic-
ipants (e. g., validators or miners) choose when
to attempt block proposal or transaction insertion
under uncertainty [9], [10]. It is quite noteworthy
that

u1j = a · 1− eyj

e− 1
+ a2 · (1− 1) (eyj − 1)

(e− 1)
2 =

= a · 1− eyj

e− 1
< 0 ∀ j = 2, N

and thus the starting moment t1 = 0 is never op-
timal in such a duel, regardless of the number of
time moments and the scaled payoff exponential
rate (determined by accuracy factor a).
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The most trivial duel

Obviously, it is the best to get started with
the most trivial duel, whose size is the smallest.

In such a duel, the duelist has the fewest possible
number of time moments to shoot. The triviality,
nevertheless, does influence the optimal behavior
of duelists via accuracy factor a.

Theorem 1. In the most trivial uniform 1-bullet
silent duel (1) by (2)— (4) and exponentially-
convex-accuracy payoffs (12), where N = 3 and

⟨X3, Y3, U3⟩ =

=

〈{
0,

1

2
, 1

}
,

{
0,

1

2
, 1

}
, U3

〉
, (13)

the duelist has the single optimal time moment
t2 = 1

2 by

a >
e−

√
e√

e− 1
, (14)

the duelist has the single optimal time moment
t3 = 1 by

a ∈
(
0;

e−
√
e√

e− 1

)
, (15)

and the duelist has two optimal time moments t2 =
= 1

2 and t3 = 1 by

a =
e−

√
e√

e− 1
. (16)

Proof. For N = 3 the entries of the respective pay-
off matrix (4) are:

u12 = a · e
0 − e

1
2

e− 1
+ a2 ·

(
e0 − 1

) (
e

1
2 − 1

)
(e− 1)

2 =

= a · 1−
√
e

e− 1
= −u21 < 0, (17)

u13 = a · e
0 − e1

e− 1
+ a2 ·

(
e0 − 1

) (
e1 − 1

)
(e− 1)

2 =

= a · 1− e

e− 1
= −a = −u31 < 0, (18)

u23 = a · e
1
2 − e1

e− 1
+ a2 ·

(
e

1
2 − 1

) (
e1 − 1

)
(e− 1)

2 =

= a ·
√
e− e

e− 1
+ a2 ·

√
e− 1

e− 1
= a

= ·
√
e (1 + a)− (e+ a)

e− 1
= −u32. (19)

Hence, with (17)— (19) matrix (4) here is

U3 = [uij ]3×3 =


0 a · 1−

√
e

e− 1
−a

a · 1−
√
e

1− e
0 a ·

√
e (1 + a)− (e+ a)

e− 1

a a ·
√
e (1 + a)− (e+ a)

1− e
0

 . (20)

The second time moment is single optimal if
the second row of matrix (20) is positive, except
for u22 = 0. Having u21 > 0 by inequality (17), it
is so when

u23 = a ·
√
e (1 + a)− (e+ a)

e− 1
> 0. (21)

As e > 1, inequality (21) is equivalent to inequality

√
e (1 + a) > e+ a,

whence √
e− e > a− a

√
e

and inequality (14) emerges. The third time mo-
ment is single optimal if the third row of matrix
(20) is positive, except for u33 = 0. Having u31 =

= a > 0, it is so when

u32 = a ·
√
e (1 + a)− (e+ a)

1− e
> 0,

which is equivalent to inequality
√
e (1 + a) < e+ a,

whence condition (15) emerges. When u23 = 0,
then √

e (1 + a) = e+ a,

and condition (16) emerges, by which

u22 = u23 = u32 = u33 = 0

and thus time moments t2 = 1
2 and t3 = 1 becomes

optimal. □
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So, it is quite clear that accuracy factor a def-
initely influences the optimal strategy of the du-
elist, although the impact is not that big. Indeed,
in the smallest duel, when the duelist is allowed
to shoot at only three time moments, the opti-
mal choice is between the duel span middle (second
moment) and the duel end (third moment). Set-
ting the accuracy factor to irrational value (16) is
hardly possible in practice (inasmuch as, e. g., fi-
nite precision of numerical representation is only

possible in practical computations), so the two-
moment optimality is unlikely.

Optimal time moments in bigger duels

In bigger duels, first consider optimality of the
duel end time moment. It is as more convenient,
as well as is going to lighten the proof of optimality
of preceding time moments (including the penulti-
mate one).

Theorem 2. In uniform 1-bullet silent duel (1) by
(2)— (4) and exponentially-convex-accuracy pay-
offs (12), the duel end time moment tN = 1 is
single optimal if only

a ∈

(
0;

e− e
N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

)
by N ∈ N\ {1, 2} . (22)

At

a =
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

by N ∈ N\ {1, 2} (23)

the duelist has two optimal time moments: penulti-
mate moment tN−1 = N−2

N−1 and end moment tN =
= 1.

Proof. The duel end moment is single optimal if
only the last row of matrix (4) is positive except
for entry uNN = 0:

uNj = a · e
xN − eyj

e− 1
−

−a2 · (e
xN − 1) (eyj − 1)

(e− 1)
2 > 0

∀ yj < xN = 1 by j = 1, N − 1. (24)

At n ∈
{
2, N

}
, function unj is decreasing with

respect to index j = 1, n− 1: indeed, exn > 1,
eyj ⩾ 1, and thus value

unj = a · e
xn − eyj

e− 1
−

−a2 · (e
xn − 1) (eyj − 1)

(e− 1)
2 =

= a · e
xn − 1

e− 1
− a2 ·

(
1

a
+

exn − 1

e− 1

)
· e

yj − 1

e− 1

is a negatively-sloped line with respect to exponent
eyj . Therefore, function uNj is decreasing with re-
spect to index j = 1, N − 1, and inequality (24) is
equivalent to inequality

uN,N−1 = a · e
xN − eyN−1

e− 1
−

−a2 · (e
xN − 1) (eyN−1 − 1)

(e− 1)
2 > 0. (25)

Inequality (25) is simplified to

uN,N−1 =
e− eyN−1

e− 1
− a · (e− 1) (eyN−1 − 1)

(e− 1)
2 =

=
e− eyN−1

e− 1
− a · (eyN−1 − 1)

e− 1
=

=
e− eyN−1 · (1 + a) + a

e− 1
> 0 (26)

whence

e− e
N−2
N−1 · (1 + a) + a > 0,

a ·
(
e

N−2
N−1 − 1

)
< e− e

N−2
N−1 ,

a <
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

. (27)

Inequality (27) means that the end moment tN = 1
is single optimal by (22).

If (23) is true, then it follows from (24) — (27)
that

uN,N−1 = uNN = uN−1,N = uN−1,N−1 = 0, (28)

and still the end moment tN = 1 is optimal. The
penultimate moment tN−1 = N−2

N−1 is optimal if
uN−1,N−2 ⩾ 0 due to function uN−1,j is decreas-
ing with respect to index j = 1, N − 2. So,

uN−1,N−2 = a · e
xN−1 − eyN−2

e− 1
− a2 · (e

xN−1 − 1) (eyN−2 − 1)

(e− 1)
2 =

=
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

·

e
N−2
N−1 − e

N−3
N−1

e− 1
− e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

·

(
e

N−2
N−1 − 1

)(
e

N−3
N−1 − 1

)
(e− 1)

2

 =



60 e-ISSN 2663-0648. Могилянський математичний журнал. 2025. Том 8

=
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

·

(
e

N−2
N−1 − e

N−3
N−1

)
(e− 1)−

(
e− e

N−2
N−1

)(
e

N−3
N−1 − 1

)
(e− 1)

2 =

=
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

· e · e
N−2
N−1 − e · e

N−3
N−1 − e

N−2
N−1 + e

N−3
N−1 − e · e

N−3
N−1 + e

N−2
N−1 · e

N−3
N−1 + e− e

N−2
N−1

(e− 1)
2 =

=
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

· e · e
N−2
N−1 − 2e

N−2
N−1 + e

N−3
N−1 + e

N−2
N−1 · e

N−3
N−1 + e− 2e · e

N−3
N−1

(e− 1)
2 =

=
e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

·
e · e

N−2
N−1 − 2e

N−2
N−1 + e

N−3
N−1 ·

(
1 + e

N−2
N−1 + e

2
N−1 − 2e

)
(e− 1)

2 =

= e
N−3
N−1 · e− e

N−2
N−1

e
N−2
N−1 − 1

· e · e
1

N−1 − 2e
1

N−1 + 1 + e
N−2
N−1 + e

2
N−1 − 2e

(e− 1)
2 . (29)

Clearly,

e− e
N−2
N−1 > 0 and e

N−2
N−1 − 1 > 0,

so the last term in (29) is nonnegative if

e ·e
1

N−1 −2e
1

N−1 +1+e
N−2
N−1 +e

2
N−1 −2e ⩾ 0. (30)

The left side of inequality (30) can be written as

e · e
1

N−1 − 2e
1

N−1 + 1+

+e
N−2
N−1 + e

2
N−1 − 2e =

= φ1 (N) + φ2 (N) ,

where

φ1 (N) = e · e
1

N−1 + e
N−2
N−1 − 2e (31)

and
φ2 (N) = 1 + e

2
N−1 − 2e

1
N−1 . (32)

The first derivative of function (31) is

dφ1

dN
= − e · e

1
N−1

(N − 1)
2+

+e
N−2
N−1 ·

(
1

N − 1
− N − 2

(N − 1)
2

)
=

= − e · e
1

N−1

(N − 1)
2 + e

N−2
N−1 · 1

(N − 1)
2 =

=
e

N−2
N−1 − e

N
N−1

(N − 1)
2 =

=
e

N−2
N−1

(N − 1)
2 ·
(
1− e2

)
< 0 ∀N > 2,

so (31) is a decreasing function. Its minimal value

is

min
N>2

φ1 (N) = lim
N→∞

φ1 (N) =

= lim
N→∞

(
e · e

1
N−1 + e

N−2
N−1 − 2e

)
=

= e · e0 + e1 − 2e = 0

and this minimum is not reached. So,

φ1 (N) > 0 ∀N > 2. (33)

The first derivative of function (32) is

dφ2

dN
= − 2e

2
N−1

(N − 1)
2 +

2e
1

N−1

(N − 1)
2 =

=
2e

1
N−1

(N − 1)
2 ·
(
1− e

1
N−1

)
< 0 ∀N > 2

as e
1

N−1 > 1, so (32) is a decreasing function. Its
minimal value is

min
N>2

φ2 (N) = lim
N→∞

φ2 (N) =

= lim
N→∞

(
1 + e

2
N−1 − 2e

1
N−1

)
=

= 1 + e0 − 2e0 = 0

and this minimum is not reached. So,

φ2 (N) > 0 ∀N > 2. (34)

Therefore, due to (33) and (34), inequality (30)
holds even strictly. This means that uN−1,N−2 >
> 0 and thus the last two rows of matrix (4) are
positive except for entries (28), whence the penul-
timate moment tN−1 = N−2

N−1 is optimal by (23)
along with the end moment tN = 1, and there are
no other optimal time moments at the duelist. □
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It is worth noting that Theorem 2 includes
Theorem 1. A corollary from Theorem 2 is that
if the accuracy factor scaling the reward exceeds
marginal value (23), then shooting at the very end
of the duel is not optimal.

Conclusion

The last time moment is optimal in uni-
form 1-bullet silent duel (1) by (2) — (4) and

exponentially-convex-accuracy payoffs (12) only
when the accuracy factor does not exceed marginal
value (23). If the accuracy factor is dropped below
marginal value (23), then the last time moment is
single optimal. If the accuracy factor is exactly
equal to marginal value (23), the duelist has two
optimal time moments: the penultimate and last
one. In future work, it would be worth-while to de-
termine whether preceding time moments are op-
timal in such duels.
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Романюк В. В.

ОПТИМАЛЬНIСТЬ ОСТАННЬОГО МОМЕНТУ ЧАСУ В
РIВНОМIРНIЙ ОДНОКУЛЬОВIЙ БЕЗШУМНIЙ ДУЕЛI З
МАСШТАБОВАНОЮ ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНО-ОПУКЛОЮ

ВЛУЧНIСТЮ

Рiвномiрна однокульова безшумна дуель з масштабованою експоненцiально-опуклою влучнi-
стю виграшiв є симетричною матричною грою, чиє оптимальне значення дорiвнює 0, а кожен з
дуелянтiв має однакову оптимальну поведiнку, хай вона у чистих або у змiшаних стратегiях. Та-
кi дуелi моделюють двосторонню змагальницьку взаємодiю, де метою є здобуття винагороди за
якомога кращого рiшення у квантованому часi. Доведено, що останнiй момент часу є оптималь-
ним у дуелi з N моментами часу лише тодi, коли коефiцiєнт влучностi не перевищує граничного

значення e−e
N−2
N−1

e
N−2
N−1 −1

. Якщо коефiцiєнт влучностi падає нижче цього граничного значення, останнiй

момент часу є єдиним оптимальним. Якщо коефiцiєнт влучностi точно рiвний цьому граничному
значенню, дуелянт має два оптимальнi моменти часу: передостаннiй та останнiй. Умови оптималь-
ностi останнього моменту часу можуть накладатися для того, щоб змусити дуелянта дiяти якомога
пiзнiше, що є достатньо корисним у деяких налаштуваннях блокчейну, де учасники (наприклад,
валiдатори або майнери) обирають, коли спробувати пропонувати блок або вставку трансакцiї за
умов невизначеностi.

Ключовi слова: рiвномiрна однокульова безшумна дуель, масштабована влучнiсть,
експоненцiально-опукла влучнiсть, матрична гра, оптимальнiсть останнього моменту часу.
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PINN-BASED MACHINE LEARNING FOR MODELING
INTERNAL WAVES IN SEMI-INFINITE FLUIDS

This study investigates the application of Physics-Informed Neural Networks (PINNs) for modeling
wave processes at the interface between two incompressible fluids of differing densities. As a first step,
the linear formulation of the problem is considered, which admits an analytical solution based on a
spectral method involving Fourier decomposition of the initial perturbation. This solution serves as a
benchmark for testing and validating the accuracy of the PINN predictions.

The implementation is carried out in Python using specialized libraries such as TensorFlow, NumPy,
SciPy, and Matplotlib, which provide both efficient deep learning frameworks and tools for solving mathe-
matical physics problems numerically. The approach integrates artificial intelligence with domain-specific
knowledge in hydrodynamics, enabling the construction of interpretable and physically consistent mod-
els. Particular attention is given to the organization of the computational experiment, automation of
visualizations, and storage of intermediate results for further analysis. The PINN model includes a loss
function that encodes the governing equations and boundary conditions, and the training is conducted
on randomly sampled points across the spatio-temporal domain. The influence of network architecture
and training parameters on solution accuracy is examined. Visualization of loss function evolution
and predicted wave profiles provides insight into convergence behavior and physical plausibility of the
solutions.

A comparative analysis between the PINN-based and analytical solutions across different time in-
stances is presented, revealing phase shifts and amplitude deviations. The model demonstrates good
agreement at early times and a gradual accumulation of errors as time progresses—an expected feature
of this class of methods. The results confirm the feasibility of applying the PINN framework to linear
hydrodynamic problems, laying the groundwork for future extensions to weakly and strongly nonlinear
regimes, including studies of wave stability and nonlinear wave dynamics.

Keywords: physically informed neural network (PINN), loss function, neural network testing, wave
profiles.

Introduction

Physics-informed neural networks (PINNs) rep-
resent a modern class of machine learning models
specifically designed to solve problems while re-
specting physical laws formulated as nonlinear dif-
ferential equations. In a seminal work, Raissi et al.
introduced the foundational PINN architecture ca-
pable of addressing both forward and inverse prob-
lems, enabling effective modeling in fields such as
hydrodynamics, quantum mechanics, and wave dy-
namics [1]. Subsequently, Lin and Chen proposed
a two-stage PINN training method that incorpo-
rates additional constraints on conserved physi-
cal quantities, significantly enhancing the accuracy
and generalization capability of the model in re-
constructing complex localized wave solutions, in-
cluding soliton molecules and their interactions [2].
Bhatnagar et al. demonstrated that PINNs can
be successfully applied to three-dimensional flow
and thermal processes with limited data, serving
as high-fidelity surrogate models for complex engi-
neering applications [3].

In hydromechanics, the application of PINNs
gains particular importance due to the high cost
of experimental measurements and numerical sim-
ulations. Sharma et al. conducted a comprehen-
sive review highlighting the potential of physics-
informed machine learning methods to improve
prediction accuracy and robustness for turbulent
flows, as well as to replace resource-intensive nu-
merical models [4]. Buhendwa et al. employed
PINNs to reconstruct velocity and pressure fields
in two-phase flow problems based on interface mo-
tion data, effectively addressing both forward and
inverse hydrodynamic problems [5].

Wave process modeling remains one of the
most actively developed fields of PINN applica-
tions. Pu et al. proposed an enhanced archi-
tecture with adaptive activation functions, which
enabled high-precision recovery of localized solu-
tions to the derivative nonlinear Schrödinger equa-
tion, including various soliton and solitary wave
types [6]. Wang and Yan applied a multi-level
PINN framework to discover parameters and re-
cover rogue wave solutions of the defocusing non-
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linear Schrödinger equation with time-dependent
potential, opening new avenues for solving inverse
problems with high sensitivity to initial conditions
[7]. Pan et al. demonstrated that deep neural net-
works could effectively reconstruct internal wave
amplitudes from optical satellite images by lever-
aging texture features and peak-to-peak distance
analysis, achieving accuracy around 3.6% com-
pared to in-situ measurements [8]. Liu et al. in-
troduced the hybrid LWT-PINN model, combining
classical linear wave theory with PINNs to provide
phase-resolved wave prediction in real time, out-
performing traditional linear models in both accu-
racy and forecast duration [9].

In seismic modeling, PINNs address chal-
lenges related to wave propagation in semi-infinite
and geologically complex domains where proper
boundary condition handling and computational
scalability are critical. Ren et al. developed Seis-
micNet, a PINN model integrating soft bound-
ary condition enforcement and sequential tempo-
ral training, enabling efficient seismic wave simu-
lation under various geological parameter distribu-
tions [10]. To overcome spectral bias in modeling
multifrequency seismic wavefields governed by the
Helmholtz equation, Song and Wang proposed the
Fourier Feature PINN—a model with embedded
Fourier features that demonstrates high efficiency
and accuracy when processing multiple frequencies
simultaneously [11].

It is therefore worthwhile to investigate the ap-
plicability of PINNs for solving weakly nonlinear
problems in hydromechanics and wave processes
occurring in heterogeneous fluids, which is the fo-
cus of the present study.

Problem Statement and Preliminary
Results

Physics-informed neural networks (PINNs) will
be employed to solve the nonlinear problem of in-
terfacial waves between two incompressible, ideal
fluids with surface tension. The main objective is
to utilize this classical hydromechanical problem
to test the PINN methodology, assess its effective-
ness, and demonstrate its applicability to solving
complex physical problems. The goal is to deter-
mine the wave profile η(x, t) and the velocity po-
tential fields ϕ1(x, z, t) in the lower fluid half-space
Ω1 and ϕ2(x, z, t) in the upper half-space Ω2. A po-
tential flow is considered, where ϕ1 and ϕ2 satisfy
Laplace’s equations in their respective domains.

The interfacial boundary is given by z =
= αη(x, t), where α is a parameter scaling non-
linear effects. On this boundary, kinematic condi-
tions relate the surface motion to the fluid veloc-
ity, and a dynamic condition describes the pressure

balance accounting for gravity, kinetic energy, and
surface tension T . All nonlinear terms, including
those associated with surface tension, are scaled by
α. At remote boundaries along the z-direction (as
z → ±∞), fluid velocities decay to zero. The ini-
tial wave profile is prescribed at t = 0 as η(x, 0) =
= f(x).

The mathematical formulation of the problem
(for i = 1, 2):

ϕi,xx + ϕi,zz = 0 in Ωi, (1)

with the kinematic boundary conditions on the in-
terface z = αη(x, t)

η,t + αϕi,xη,x = ϕi,z, (2)

and the dynamic boundary condition on the inter-
face z = αη(x, t)

ϕ1,t − ρϕ2,t + (1− ρ)gη +
α

2

(
ϕ2
1,x + ϕ2

1,z

)
(3)

− αρ

2

(
ϕ2
2,x + ϕ2

2,z

)
− T

η,xx(
1 + (αη,x)

2
)3/2

= 0,

with decay conditions at infinity

ϕi,x → 0, ϕi,z → 0 as z → ∓∞, (4)

and the initial condition

η(x, 0) = f(x). (5)

In the linear regime, an analytical solution ex-
ists and is detailed, for example, in [12]. Specifi-
cally, the interface deviation ηlin(x, t) in the linear
approximation (α → 0) can be represented as a
sum of right- and left-propagating waves,

ηlin(x, t) = η+lin(x, t) + η−lin(x, t),

each expressed through Fourier integrals of the ini-
tial displacement f(x):

η±lin(x, t) =
1

2

∫ +∞

−∞

(
af (k) cos(kx∓ ω(k)t)

−bf (k) sin(kx∓ ω(k)t)

)
dk, (6)

where

af (k) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(ξ) cos(kξ)dξ,

bf (k) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(ξ) sin(kξ)dξ,

and the dispersion relation is

ω(k) =

√
k(1− ρ+ Tk2)

1 + ρ
.

The following sections describe the implemen-
tation of PINN modeling, with the analytical solu-
tion (6) used as a reference to verify and validate
the correctness of the PINN approach.
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Implementation of PINN Modeling

Model Initialization and PINN Archi-
tecture. To solve the wave dynamics problem
(1)–(5), a PINN was implemented using Python.
The setup relies on standard libraries: TensorFlow
(for constructing and training neural networks),
NumPy (for numerical operations), Matplotlib
(for visualization), and os (for file system in-
teraction). Automatic differentiation is enabled
through TensorFlow’s eager execution mode.

The architecture includes three fully connected
neural networks, each responsible for approximat-
ing one of the key physical quantities: the inter-
facial displacement η(x, t) and the velocity poten-
tials ϕ1(x, z, t) and ϕ2(x, z, t) in the lower and up-
per fluid domains, respectively. The networks use
tanh as activation functions and consist of multiple
hidden layers with configurable depth and width.

The initial profile of the interface is modeled as
a Gaussian wave packet characterized by its am-
plitude, width, and position. Physical parameters
such as fluid density ratio, surface tension, and do-
main size are defined according to the linear regime
considered in the first stage of the experiment.

Loss Function Implementation. The loss
function, which drives the training of the PINN
model, is constructed to reflect how well the neu-
ral network approximations satisfy the governing
physical equations, initial condition, and boundary
conditions. Contributions from different regions
of the domain—including the fluid bulk, interface,
boundaries at infinity, and initial time—are eval-
uated using randomly sampled collocation points
generated via tf.random.uniform.

Each component of the loss corresponds to a
different aspect of the problem: satisfaction of
Laplace’s equation in each fluid layer, enforcement
of the kinematic and dynamic boundary conditions
at the interface, decay behavior at spatial infinity,
and adherence to the initial condition. Derivatives
involved in these conditions are computed using
TensorFlow’s GradientTape mechanism for auto-
matic differentiation.

To ensure symmetry in the predicted solu-
tions—expected due to the symmetric form of the
initial condition—a dedicated term is added to pe-
nalize asymmetry with respect to the spatial vari-
able. This improves both accuracy and the physi-
cal consistency of the resulting wave profiles.

All components are combined into a weighted
sum, which forms the total loss minimized dur-
ing training. Monitoring of individual loss terms
is used to evaluate convergence and guide poten-
tial refinements to the network design or training
strategy.

Training and Loading of Network Pa-
rameters. Training of the neural networks is car-
ried out iteratively using the Adam optimizer with a
fixed learning rate. At the start, the system checks
for previously saved model weights; if such files
are found, training is skipped and the weights are
loaded. Otherwise, training begins from scratch.

The process uses a fixed number of training
epochs and a predefined number of collocation
points per step. Automatic differentiation is per-
formed via TensorFlow’s GradientTape, which
computes gradients of the total loss with respect
to the model parameters. These gradients are then
used to update the weights during optimization.

Training progress is monitored in real time
through periodic plotting of the predicted wave
profile η(x, t) at selected time snapshots, along
with printing loss values to the console. All key
metrics, including the evolution of total and indi-
vidual loss components, as well as the learning rate
history, are stored for later analysis.

After training, the learned weights are saved
to disk, enabling reuse without retraining. To
improve convergence and training stability, stan-
dard learning rate scheduling strategies such as
ExponentialDecay or ReduceLROnPlateau may
be applied, allowing adaptive adjustment of the
learning rate based on loss evolution.

Convergence Analysis and Visualization
of PINN Modeling Results. The convergence
behavior of the model is analyzed through visual-
ization of loss histories and predicted wave fields.
If available, stored data on loss values from the
training process is used to generate plots showing
the evolution of individual loss terms and the total
loss, typically on a logarithmic scale. These plots
help evaluate the relative contributions of physical
constraints and the model’s convergence behavior.

Upon completion of training or loading of pre-
trained weights, predicted solutions are visualized
and saved. This includes interface displacement
profiles η(x, t) at a series of fixed time points,
which are plotted together and compared with the
initial condition to assess accuracy and physical
consistency.

A three-dimensional plot of η(x, t) provides a
global view of wave packet dynamics over space
and time. Additionally, contour plots of the veloc-
ity potentials ϕ1(x, z, t) and ϕ2(x, z, t) at a given
time are generated to examine flow structure in
each fluid layer, with the interface between them
clearly marked.

Below, several visualizations are presented to
demonstrate the performance of the program, ob-
tained using a PINN model with architecture
L7_N25, consisting of 7 layers with 25 neurons
each.
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Figure 1 presents the dynamics of the loss func-
tion during the training process. The vertical axes
of both plots are shown on a logarithmic scale,
which enhances the visualization of changes in the
loss values, particularly in the early stages of train-
ing. It can be observed that during the initial
epochs, the total loss (Figure 1b) and its compo-
nents (Figure 1a) decrease rapidly, followed by a
phase of slower reduction accompanied by oscilla-
tions—a typical pattern for neural network opti-
mization.

(a) (b)

Figure 1. Loss function history during training: (a)
individual components; (b) total loss.

(a) (b)

(c)

Figure 2. Wave profiles η(x, t) at t = 0, 1, 2, 3, 4, 5:
(a) after 2000 epochs; (b) after 4000 epochs; (c) final

predictions after training.

Figures 2a and 2b illustrate the evolution of
wave profiles η(x, t) at intermediate training stages
(epochs 2000 and 4000). Dashed lines repre-
sent the network predictions, while the bold black
line shows the true initial condition. These plots
demonstrate the gradual formation and propaga-
tion of the wave packet, converging toward physi-
cally consistent behavior. Figure 2c shows the re-
sults obtained after the final stage of training for
the PINN architecture L7_N25. The plot illus-
trates the temporal evolution of the wave profile

η(x, t) at several discrete time moments. The re-
sults demonstrate that the trained neural network
is capable of capturing the propagation and disper-
sion of the internal wave packet, with visible agree-
ment to the expected physical behavior across the
time axis.

Figure 3 presents a three-dimensional visualiza-
tion of the final trained solution for the wave profile
η(x, t) over the full spatiotemporal domain (x, t).
The 3D surface plot highlights the dynamic evolu-
tion of internal waves and clearly reveals the wave
packet’s trajectory, amplitude variations, and dis-
persive spreading as learned by the PINN model
after complete training.

Figure 3. Three-dimensional visualization of the
wave profile η(x, t) over the entire space-time domain.

Finally, Figure 4 illustrates the distribution of
velocity potentials ϕ1(x, z, t) and ϕ2(x, z, t) in the
two fluid layers at a fixed time moment. The
dashed line marks the interface between fluids,
allowing assessment of the solution’s continuity
across the boundary.

Figure 4. Velocity potentials ϕ1 and ϕ2 in the (x, z)
plane at time t = 2.5. The dashed line indicates the

fluid interface.
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PINN Model Testing

Analytical Solution and Its Computa-
tional Implementation. The analytical solution
described by equation (6) was computed using di-
rect numerical integration, rather than relying on
fast Fourier transform routines. To evaluate the
Fourier coefficients explicitly, the quad function
from the scipy.integrate module was employed.
This method ensures high-accuracy evaluation of
the integrals defining the spectral decomposition
of the initial perturbation.

The calculation involves integrating sine and
cosine transforms of the initial profile over a finite
spatial domain. The integration range, resolution
in wave number space, and the density of sampled
points are chosen to capture the essential features
of the wave spectrum and accurately reflect disper-
sive dynamics. Integration precision is controlled
through parameters specifying the allowed subdi-
vision of intervals, which is important for resolving
localized features of the initial condition.

Analysis and Comparison of Wave Pro-
files. To compare the results of the PINN model
with the analytical solution, a custom Python
script was used. The script loads precomputed
data and generates visualizations to assess mod-
eling accuracy and evaluate different network con-
figurations.

The analysis includes two types of plots. The
first presents individual comparisons at selected
time instances, highlighting the evolution of the
wave profile as predicted by the PINN and by the
analytical solution. The second provides a global
view, combining all profiles on a single graph.
Here, color is used to represent time, while differ-
ent line styles distinguish between analytical and
PINN-based results. This visualization strategy
enables clear identification of phase shifts, ampli-
tude discrepancies, error accumulation over time.

To illustrate the program’s capabilities in com-
parison and visualization, sample plots are pro-
vided below.

Figure 5 shows a detailed comparison of wave
profiles η(x, t) for the analytical solution (solid
black line) and the PINN model with architecture
L10_N50 with 10 layers, each containing 50 neu-
rons, (dashed blue line) at six different time points
(t = 0.0 to t = 5.0). Each subplot corresponds to
a specific moment in time, allowing visual inspec-
tion of discrepancies or agreement between solu-
tions during wave packet evolution. At early times
(t = 0.0, t = 1.0), the predictions closely match
the analytical solution. However, as time pro-
gresses, small deviations emerge, visible in phase
shifts and amplitude differences, especially in the
wave packet tails.

Figure 5. Comparison between analytical solution
and PINN predictions (L10_N50) for wave profiles

η(x, t) at different time points.

Figure 6 presents a combined plot where all
wave profiles for both the analytical solution (solid
lines) and the PINN model (dashed lines) are dis-
played together. Line colors encode time, enabling
tracking of temporal evolution. Good initial agree-
ment is observed, which gradually deteriorates over
time, indicating an accumulation of errors in the
PINN model compared to the analytical solution.
Differences in phase velocity and dispersion be-
come more pronounced at later stages.

Figure 6. Wave profile evolution at different time
points: the analytical solution and PINN (L10_N50)

with 10 layers, each containing 50 neurons.

The obtained testing results demonstrate that
the PINN model accurately reproduces the wave
dynamics at early stages; however, error accumu-
lation becomes noticeable over time, highlighting
the need for further tuning of the architecture and
training parameters.

Conclusion and Future Research Directions

The results of the first stage of experiments on
modeling the linear interfacial wave problem be-
tween two fluid layers using PINNs demonstrate
satisfactory agreement between the obtained nu-
merical solutions and the analytical results. This
confirms the fundamental applicability and effec-
tiveness of the PINN method for problems of this
class.
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However, in order to improve the model’s ac-
curacy and robustness, further training is neces-
sary, along with an investigation of the impact of
various learning rate optimization strategies (e.g.,
ExponentialDecay or ReduceLROnPlateau) and
modifications of the neural network architecture.

The next key stage of this research involves
transitioning to the modeling of the nonlinear ver-
sion of the problem. This will require adapting
the PINN model to incorporate the full nonlinear
terms in the governing equations and boundary

conditions, which poses a more complex and phys-
ically rich challenge. Investigating nonlinear wave
dynamics will allow for a deeper exploration of
phenomena such as soliton formation and wave
packet instabilities, as well as an evaluation of the
potential of PINNs in solving problems that lack
simple analytical solutions.

Acknowledgments. Author expresses gratitude
to the Research Council of Lithuania for the sup-
port in preparing this article.
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Авраменко О. В., Компан С. В., Сарана М. П.

МАШИННЕ НАВЧАННЯ НА ОСНОВI PINN ДЛЯ
МОДЕЛЮВАННЯ ВНУТРIШНIХ ХВИЛЬ У

НАПIВНЕСКIНЧЕННИХ РIДИНАХ

У роботi розглядається застосування фiзично iнформованих нейронних мереж (Physics-Informed
Neural Networks, PINNs) для моделювання хвильових процесiв на межi подiлу двох нестисливих
рiдин з рiзною густиною. На першому етапi дослiдження вивчається лiнiйна постановка задачi, яка
допускає аналiтичний розв’язок на основi спектрального методу з розкладом початкового збурен-
ня у ряд Фур’є. Це розв’язання використовується для тестування та валiдацiї точностi передбачень
моделi PINN.

Програмну реалiзацiю виконано мовою Python iз використанням спецiалiзованих бiблiотек
TensorFlow, NumPy, SciPy та Matplotlib, що забезпечують як ефективне створення архiтектур
глибинного навчання, так i чисельне розв’язання задач математичної фiзики. Запропонований
пiдхiд поєднує можливостi штучного iнтелекту з галузевими знаннями в галузi гiдродинамiки,
що дає змогу будувати iнтерпретованi та фiзично обґрунтованi моделi. Особливу увагу придiле-
но органiзацiї експерименту, автоматизацiї вiзуалiзацiї та збереженню промiжних результатiв для
подальшого аналiзу. Реалiзацiя PINN включає формулювання функцiї втрат, яка вiдображає фi-
зичнi рiвняння та граничнi умови, а навчання нейромережi здiйснюється на випадковiй вибiрцi
точок у просторово-часовiй областi. Проаналiзовано вплив архiтектури моделi та параметрiв на-
вчання на точнiсть розв’язання. Вiзуалiзацiя iсторiї втрат i передбачених профiлiв хвиль дозволяє
оцiнити збiжнiсть та фiзичну адекватнiсть отриманого розв’язання.

Наведено порiвняння результатiв моделювання PINN з аналiтичним розв’язком у рiзнi момен-
ти часу, виявлено особливостi фазових i амплiтудних вiдхилень. Зафiксовано високу вiдповiднiсть
розв’язкiв на початкових етапах i поступове накопичення похибок у часi, що є типовим для подi-
бних моделей. Отриманi результати пiдтверджують придатнiсть пiдходу PINN для задач лiнiйної
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гiдродинамiки, закладаючи пiдґрунтя для подальшого поширення на слабко- та сильнонелiнiйнi
режими, дослiдження стiйкостi та динамiки нелiнiйних хвиль.

Ключовi слова: фiзично iнформована нейронна мережа (PINN), функцiя втрат, тестування
нейромережi, профiлi хвиль.
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ANALYSIS OF WAVE PROPAGATION CONDITIONS IN A
TWO-LAYER HYDRODYNAMIC SYSTEM WITH A FREE

SURFACE

The study examines the problem of the propagation of internal and surface waves in a two-layer
hydrodynamic system "a half-space - a layer - a layer with a free surface". A mathematical model in
a linear approximation is presented. The research problem is formulated under the assumption that
the fluids are ideal and incompressible. The mathematical formulation of the problem is given in a
dimensionless form. Expressions for the deviation of the contact interface η1(x, t) and the free surface
η2(x, t) in the form of traveling waves are found. Expressions for the potentials ϕ1(x, z, t) and ϕ2(x, z, t),
whose gradients describe the propagation velocities in the layers Ω1 and Ω2 respectively, are obtained
in an analytical form. A dispersion relation that connects the wave number and the wave propagation
frequency is derived. The roots of the dispersion relation, which are the frequencies of wave propagation
on the contact interface and on the free surface, are found. An analysis of the roots of the dispersion
relation depending on the geometric and physical parameters of the system is carried out. In particular,
the dependence of the wave propagation frequencies on the wave number without considering surface
tension is analyzed.

The conducted research indicates that in the absence of surface tension (T1 = T2 = 0), the density
ratio ρ acts as a defining parameter that governs both the quantitative and qualitative characteristics of
the wave modes in the considered system. A transition from the classical state of the system with clearly
separated fast surface and slow internal modes to a regime of their inversion was identified, which is a
significant result for a deeper understanding of the dynamics of strongly stratified fluids.

The consideration of surface tension forces reveals a complex interaction between the effects of density
stratification and capillarity. Capillary forces lead to a substantial increase in wave frequencies and can
become a dominant factor for internal modes, effectively neutralizing the influence of density changes.
At the same time, it has been established that the density ratio ρ retains its role as the key parameter that
determines the qualitative structure of the modes, including the possibility of their complete inversion
under conditions of strong fluid stratification.

Keywords: wave propagation, two-layer system, dispersion relation.

Introduction

The investigation of wave propagation condi-
tions in stratified hydrodynamic systems is based
on the analysis of the dispersion relation. Such
studies are an important component of modern re-
search into wave motions in fluids.

In article [1] investigates the problem of wave
propagation in a hydrodynamic system consisting
of a layer with a rigid bottom and a layer with a
free surface. The roots of the dispersion equation
are analyzed for various values of the density ra-
tio. In the limiting cases, the correspondence of
the obtained roots to previously known results is
shown. The existence of two linearly independent
solutions for the first-order approximation problem
is demonstrated, and the shapes of the free surface
and the interface are also investigated.

In [2] models nonlinear internal waves in an
ocean of great depth. The ocean is assumed to

be composed of three homogeneous fluid layers
of different densities in a stable stratified config-
uration. Based on the Ablowitz-Fokas-Musslimani
formulation for irrotational flows, strongly nonlin-
ear and weakly nonlinear models are developed
for the "shallow-shallow-deep" and "deep-shallow-
deep" scenarios. Internal solitary waves are com-
puted using numerical iteration schemes, and their
global bifurcation diagrams are obtained by a nu-
merical continuation method and compared for
different models. For the "shallow-shallow-deep"
case, both mode-1 and mode-2 internal solitary
waves can be found, and on the mode-2 branch, a
pulse broadening phenomenon resulting in conju-
gate flows is observed. While in the "deep-shallow-
deep" situation, only mode-2 solitary waves can be
obtained. The existence and stability of mode-2 in-
ternal solitary waves are confirmed by solving the
primitive equations based on the MITgcm model.

In [3] investigates the weakly nonlinear prob-
© V. Naradovyi, V. Huriev, V. Demidov, 2025
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lem of internal wave packet propagation in a “half-
space – layer – layer with a rigid lid” system. Based
on this problem, three linear problems are con-
structed for the scale components of the velocity
potentials and the displacements of the interfaces.
The conditions for wave propagation in the first
approximation are established for different density
ratios in the hydrodynamic system, and the de-
pendences of possible frequencies on the top layer
thickness and the wave number are analyzed. The
influence of the presence of surface tension at the
interfaces is investigated.

Effects of surface tension reduction on wind-
wave growth are investigated using direct nu-
merical simulations of air-water two-phase turbu-
lent flows [4]. The incompressible Navier-Stokes
equations for the air and water sides are solved
using an arbitrary Lagrangian-Eulerian method
with boundary-fitted moving grids. The growth
of finite-amplitude, non-breaking gravity-capillary
waves, with a wavelength of less than 0.07 m, is
simulated for two cases of different surface ten-
sions under a low wind speed condition of several
meters per second. The results show that the sig-
nificant wave height for the smaller surface tension
case increases faster than for the larger surface ten-
sion case. Analysis of energy fluxes for gravita-
tional and capillary wave scales shows that when
the surface tension is reduced, the energy transfer
from the significant gravity waves to the capillary
waves decreases, and the significant waves accu-
mulate more energy supplied by the wind. This
results in faster wave growth for the smaller sur-
face tension case. To support this conjecture, the
effect of surface tension is compared with labora-
tory experiments in a small wind-wave tank.

In [5] the evolution of a wave-like front per-
turbed by space-correlated disorder was studied.
In addition, the generic solution for the field
mean-value was presented as a series expansion
in Terwiel’s cumulant operators. This infinite se-
ries truncates due to the algebra of ’naked’ Ter-
wiel’s cumulants when these cumulants are asso-
ciated with a space exponential-correlated sym-
metric binary disorder. An equivalent approach
is applied to study the dispersion relation for
one-dimensional surface gravity waves propagat-
ing over an irregular bottom. The theory is based
on the study of the mean value of plane-wave-like
Fourier modes for the propagation and damping of
surface waves on a random bottom.

In article [6] investigated the problem of wave
propagation in a three-layer hydrodynamic system
described as ’a layer with a rigid bottom–a layer–a
layer with a rigid lid’. For the first approximation,
the dispersion relation and its two pairs of roots are
obtained. Expressions for the amplitude ratios of

the interface displacements, corresponding to the
roots of the dispersion equation, are derived. The
dependences of these amplitude ratios on various
physical parameters are graphically illustrated and
analyzed.

Problem statement

The problem of the propagation of two-
dimensional waves at the interface (internal waves)
and on the free surface (surface waves) is investi-
gated within a hydrodynamic system described as
"half-space - layer with a free surface".

Figure 1. Problem statement.

The lower layer, Ω1 = {(x, z) : |x| < ∞,−∞ <
< z < 0}, has a density of ρ1, and the upper layer,
Ω2 = {(x, z) : |x| < ∞, 0 < z < h2}, has a density
of ρ2. The layers are separated by the interface
z = η1(x, t), and the upper layer is bounded from
above by the free surface z = η2(x, t). The forces
of surface tension at the interface, T1, and on the
free surface, T2, are taken into account. The force
of gravity is directed perpendicular to the inter-
face in the negative z-direction, and the fluids are
considered to be incompressible (Fig.1).

Wave propagation velocities in the respective
domains are expressed in terms of the gradients of
the potentials ϕ1 in Ω1 and ϕ2 in Ω2. The mathe-
matical formulation of the problem under study in
the linear approximation using dimensionless vari-
ables is presented below.

∂2ϕi

∂x2
+

∂2ϕi

∂z2
= 0 in Ωi,

kinematic conditions

∂η1
∂t

− ∂ϕi

∂z
= 0 at z = 0,
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∂η2
∂t

− ∂ϕ2

∂z
= 0 at z = h2,

dynamic conditions

∂ϕ1

∂t
− ρ

∂ϕ2

∂t
+ (1− ρ)η1 = T1

∂2η1
∂x2

at z = 0,

∂ϕ2

∂t
+ η2 = T2

∂2η2
∂x2

at z = h2,

boundary condition at infinity

|∇ϕ1| → 0 at z → −∞,

where ρ = ρ1/ρ2 is the density ratio.
In the following section, the solutions of the lin-

ear approximation will be presented, and the de-
rived dispersion relation will be provided.

Solutions and the dispersion relation

For the mathematical formulation presented
above, solutions have been obtained in the form
of traveling waves. The displacements of the inter-
face and the free surface are found in the following
form:

η1 = A exp(iθ + kz) + c.c.,

η2 = (ω2ρ)−1[(T1k
3 − kρ+ k − ω2) sinh(kh2)−

−ω2ρ cosh(kh2)]A exp(iθ + kz) + c.c.,

where A is the wave amplitude, k is the wave num-
ber, ω is the wave frequency, θ = kx − ωt, and
c.c. denotes the complex conjugate of the preced-
ing term.

The expressions for the potentials are as fol-
lows:

ϕ1 = − iω

k
A exp(iθ + kz) + c.c.,

ϕ2 =
i

kωρ
[(T1k

3 − kρ+ k − ω2) cosh(kz)−

−ω2ρ sinh(kz)]A exp(iθ) + c.c.

Based on the solutions of the linear approxi-
mation, a dispersion relation that relates the wave
frequency and the wave number has been derived.
The dispersion relation is obtained in the following
form:

ω2 = (k + T2k
3)
c1 − c2 coth(kh2)

c2 − c1 coth(kh2)
,

where c1 = T1k
3 − kρ+ k − ω2, c2 = ω2ρ.

The dispersion relation can be expressed in the
form of a biquadratic equation for the wave fre-
quency ω as follows:

aω4 + bω2 + c = 0,

where
a = ρ+ coth(kh2),

b = (1 + ρ coth(kh2))(T2k
3 + k)−

− coth(kh2)(T1k
3 − kρ+ k),

c = −(T2k
3 + k)(T1k

3 − kρ+ k).

The equation has two pairs of roots:

ω1,3 = ∓

√
−b−

√
b2 − 4ac

2a
,

ω2,4 = ∓

√
−b+

√
b2 − 4ac

2a
,

which represent the frequencies of waves that can
propagate in the system under study. In the fol-
lowing section, an analysis of these roots will be
performed as a function of the geometric and phys-
ical parameters of the system.

Analysis of the roots of the dispersion
relation

An analysis of the dispersion relations for two-
dimensional waves in the hydrodynamic system ’a
heavy fluid half-space – a layer of a lighter fluid
with a free surface’ is presented. The influence of
the density ratio ρ = ρ2/ρ1 on the frequency char-
acteristics of the waves ω(k) was studied in the
absence of surface tension forces (T1 = T2 = 0)
and for a fixed dimensionless thickness of the up-
per layer h2 = 1. The dispersion relation for this
system has two branches of real solutions ω(k), cor-
responding to two wave modes: ω1(k) - blue color
and ω2(k) - red color.

Figure 2. Dispersion curves without surface tension:
ρ = 0.9 - solid lines, ρ = 0.5 - dash lines, ρ = 0.1 - dot

lines.
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In the case where the fluid densities are close
(ρ = 0.9), the system exhibits classical behavior
(Fig.2). There are two clearly distinct modes: a
high-frequency mode, which corresponds to surface
(barotropic) waves, and a low-frequency mode,
which corresponds to internal (baroclinic) waves at
the contact interface. The restoring force for the
internal waves is the reduced gravity, proportional
to the density difference (1 − ρ), which explains
their significantly lower frequencies compared to
the surface waves.

With a decrease of the parameter ρ to 0.5, cor-
responding to an increase in the density contrast,
the frequency of the surface mode undergoes only
minor changes, confirming its weak sensitivity to
internal stratification. In contrast, the behavior of
the internal mode shows a non-trivial result. Its
values remain at practically the same level as in
the previous case. This indicates the presence of
complex inertial effects in the system’s dynamics,
which compensate for the increase in the restoring
force for the given parameters.

A further decrease of the density ratio to ρ =
= 0.1 leads to a qualitative restructuring of the
wave dynamics. The effect of mode swapping is
observed: the branch that previously corresponded
to the slow internal mode now becomes high-
frequency, and vice versa. In this regime, when the
upper layer becomes extremely light, the contact
interface between the fluids begins to behave like a
free surface for the heavy lower half-space, which
causes the high frequencies of the corresponding
mode. At the same time, the waves on the free
surface of the light layer itself become dynamically
slower.

Figure 3. Dispersion curves with surface tension:
ρ = 0.9 - solid lines, ρ = 0.5 - dash lines, ρ = 0.1 - dot

lines.

In the case of close densities (ρ = 0.9), the pres-
ence of surface tension leads to a significant in-
crease in the frequencies of both modes compared
to the purely gravitational case. This transforms
the waves into gravity-capillary waves, where cap-
illary forces, proportional to k3, become a substan-
tial restoring force, especially for short waves. This
effect is most pronounced for the internal mode ω2,
whose frequency increases severalfold, which indi-
cates the significant influence of the tension at the
interface (Fig.3).

When the parameter ρ is decreased to 0.5, cor-
responding to an increase in the density contrast,
the dispersion curves are nearly identical to the
previous case. Despite a five-fold increase in the
gravitational restoring force for the internal mode,
its frequency ω2 remains practically unchanged.
This indicates that for the given parameters, the
capillary force at the interface becomes the domi-
nant factor in shaping the dynamics of the inter-
nal waves. The contribution from the gravitational
component, related to the density difference, be-
comes secondary; therefore, the change in ρ has
almost no effect on the final frequency.

A further decrease of the density ratio to ρ =
= 0.1 leads to a qualitative restructuring of the
wave dynamics, analogous to that observed in the
case without surface tension. Mode inversion oc-
curs, and the ω2 branch becomes high-frequency,
exceeding the ω1 branch. This fundamental phe-
nomenon, caused by strong stratification, persists
even in the presence of capillary effects. Surface
tension in this regime acts as an additional ampli-
fying factor, further increasing the frequencies of
both already-restructured modes. Thus, the waves
at the interface (ω2) become the fastest in the sys-
tem, as their dynamics are determined by the com-
bined action of the full force of gravity and signif-
icant surface tension.

Conclusions

The analysis shows that, in the absence of sur-
face tension on both surfaces, the density ratio ρ is
a key parameter that controls not only the quanti-
tative but also the qualitative characteristics of the
wave modes in the system. A transition from the
classical configuration with clearly defined fast sur-
face and slow internal modes to a regime in which
their inversion occurs is demonstrated, which is an
important result for understanding the dynamics
of strongly stratified fluids.

In the presence of surface tension forces, the
analysis reveals a complex interaction between
density stratification and capillary effects. Surface
tension significantly increases the wave frequencies
and can become the dominant factor for internal
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modes, nullifying the effect of density changes. At
the same time, the density ratio ρ remains the key
parameter that determines the qualitative struc-

ture of the modes, up to their complete inversion
under strong fluid stratification.
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Нарадовий В. В., Гур’єв В. О., Демiдов В. В.

АНАЛIЗ УМОВ ПОШИРЕННЯ ХВИЛЬ У ДВОШАРОВIЙ
ГIДРОДИНАМIЧНIЙ СИСТЕМI З ВIЛЬНОЮ

ПОВЕРХНЕЮ

У дослiдженнi розглянуто задачу про поширення внутрiшнiх та поверхневих хвиль в двошаро-
вiй гiдродинамiчнiй системi «пiвпростiр - шар - шар з вiльною поверхнею». Представлено матема-
тичну модель в лiнiйному наближеннi. Проблема дослiдження сформульована в припущеннi, що
рiдини є iдеальними та нестисливими. Математична постановка задачi наведена в безрозмiрному
виглядi. Знайдено вирази для вiдхилення поверхнi контакту η1(x, t) та вiльної поверхнi η2(x, t)
у виглядi бiжучих хвиль. Отримано в аналiтичному виглядi вирази для потенцiалiв ϕ1(x, z, t) та
ϕ2(x, z, t), градiєнти яких описують швидкостi поширення в шарах Ω1 та Ω2 вiдповiдно. Виведено
дисперсiйне спiввiдношення, яке пов’язує мiж собою хвильове число та частоту поширення хви-
лi. Знайдено коренi дисперсiйного спiввiдношення, якi є частотами поширення хвиль на поверхнi
контакту та на вiльнiй поверхнi. Проведено аналiз коренiв дисперсiйного спiввiдношення в зале-
жностi вiд геометричних та фiзичних параметрiв системи. Зокрема, проаналiзовано залежнiсть
частот поширення хвиль вiд хвильового числа без урахування поверхневого натягу.

Проведене дослiдження свiдчить, що в умовах вiдсутностi поверхневого натягу (T1 = T2 = 0)
вiдношення густин ρ виступає як визначальний параметр, що керує як кiлькiсними, так i якiсними
характеристиками хвильових мод у розглядуванiй системi. Було виявлено перехiд вiд класичного
стану системи з чiтко роздiленими швидкою поверхневою та повiльною внутрiшньою модами до
режиму їхньої iнверсiї, що є суттєвим результатом для глибшого розумiння динамiки рiдин iз
значною стратифiкацiєю.

Врахування сил поверхневого натягу розкриває комплексну взаємодiю мiж ефектами страти-
фiкацiї за густиною та капiлярнiстю. Капiлярнi сили призводять до iстотного зростання хвильо-
вих частот i можуть стати домiнантним фактором для внутрiшнiх мод, фактично нейтралiзуючи
вплив змiн густини. Разом з тим встановлено, що вiдношення густин ρ зберiгає свою роль ключо-
вого параметра, який визначає якiсну структуру мод, включно з можливiстю їхньої повної iнверсiї
в умовах сильної стратифiкацiї рiдини.

Ключовi слова: поширення хвиль, двошарова система, дисперсiйне спiввiдношення.

Матерiал надiйшов 08.31.2025

Creative Commons Attribution 4.0 International License (CC BY 4.0)



74 ISSN 2663-0648. Могилянський математичний журнал. 2025. Том 8

ПАМ’ЯТI ЮРIЯ ВIКТОРОВИЧА БОДНАРЧУКА
(13.10.1955–12.07.2013)

Цього року Боднарчуку Юрiю Вiкторовичу
мало виповнитися 70 рокiв...

Юрiй Вiкторович Боднарчук народився 13
жовтня 1955 року в Черкасах у родинi вiдомих
українських математикiв — Вiктора Гаврилови-
ча Боднарчука та Галини Iванiвни Правоторо-
вої. Це була родина висококультурних україн-
ських iнтелiгентiв-шiстдесятникiв, якi вихову-
вали свого сина в атмосферi людської гiдностi,
справедливостi та любовi до України.

Батько — Вiктор Гаврилович Боднарчук,
кандидат фiзико-математичних наук (1965), ма-
тематик, один iз засновникiв теорiї абстра-
ктних автоматiв. Закiнчив Київський унiвер-
ситет (1955), працював в Iнститутi кiбернети-
ки АН УРСР, завiдував лабораторiєю матема-
тичного забезпечення, розробив метод аналiзу
систем рiвнянь в алгебрi подiй (метрика Бо-
днарчука). Разом iз Л. Калужнiним встановив
зв’язок мiж алгебрами Поста та Краснера (вiд-
повiднiсть Ґалуа). Був керiвником розробки ма-
тематичного забезпечення для ЕОМ «МИР-2»
— одного з перших прообразiв персональних
комп’ютерiв з алгоритмiчною мовою «Аналi-
тик». У 1968 р. став спiворганiзатором «київ-
ського листа» — протесту української iнтелiген-
цiї проти закритих полiтичних процесiв, за що
зазнав переслiдувань i був звiльнений з роботи.

Атмосфера iнтелектуальної свободи, мораль-
ної стiйкостi та гуманiзму в родинi мала визна-
чальний вплив на формування свiтогляду Юрiя
Вiкторовича. Йому були властивi глибокий па-
трiотизм, принциповiсть у питаннях справедли-
востi, скромнiсть i щире ставлення до людей.

У 1972 р. Юрiй Вiкторович закiнчив середню
школу й вступив на механiко-математичний фа-
культет Київського державного унiверситету iм.
Тараса Шевченка, який закiнчив у 1977 р. зi
спецiалiзацiєю з алгебри та математичної ло-
гiки. Пiсля закiнчення унiверситету працював
у Українському науково-дослiдному гiдрометео-
рологiчному iнститутi (УкрНДГМI), де розпо-
чав свою наукову дiяльнiсть. У 1981–1984 рр.
навчався в аспiрантурi на кафедрi алгебри то-
го ж унiверситету пiд керiвництвом видатного
алгебраїста Лева Аркадiйовича Калужнiна.

У 1985 р. Юрiй Вiкторович захистив канди-
датську дисертацiю «Автоморфiзми нестандар-
тних вiнцевих добуткiв груп». З 1985 до 1990
р. продовжував роботу в УкрНДГМI на посадi
наукового спiвробiтника.

Педагогiчну дiяльнiсть розпочав у 1990 р. у
Вiнницькому державному педагогiчному iнсти-

тутi (згодом — Вiнницький педагогiчний унiвер-
ситет iм. М. Коцюбинського). З 1994 р. i до
кiнця життя вся його наукова й викладацька
дiяльнiсть була пов’язана з Нацiональним унi-
верситетом «Києво-Могилянська академiя». Вiн
став першим штатним спiвробiтником кафедри
фiзико-математичних наук департаменту при-
родничих наук, а з 1997 р. заснував кафедру ма-
тематики департаменту iнформацiйних техно-
логiй (нинi — кафедра математики факульте-
ту iнформатики НаУКМА), де працював доцен-
том, професором i з 2000 р. — завiдувачем ка-
федри.

У 2004 р. захистив докторську дисертацiю
«Нескiнченновимiрнi алгебраїчнi групи полiно-
мiальних перетворень афiнних просторiв», у
якiй отримав низку важливих результатiв що-
до будови груп автоморфiзмiв афiнних i кре-
монiвських перетворень. Йому належить дове-
дення максимальностi скiнченних афiнних груп
у групi Кремони та опис регулярних авто-
морфiзмiв груп блоково-трикутних i блоково-
унiтрикутних перетворень.

Юрiй Вiкторович був автором понад 40 на-
укових праць, навчальних посiбникiв iз лiнiй-
ної алгебри, дискретної математики, математи-
чної логiки та теорiї алгоритмiв. За пiдручник
«Основи дискретної математики» (у спiвавтор-
ствi з Б. В. Олiйник) отримав Премiю iменi Пе-
тра Могили (2009 р.).

Вiн здiйснив значний внесок у розвиток ма-
тематичної освiти в Українi: у 2007 р. пiд йо-
го керiвництвом у НаУКМА вiдкрито спецiаль-
нiсть «Прикладна математика», а у 2012 р. —
магiстерську програму з цiєї спецiальностi.

Окрiм наукової дiяльностi, Юрiй Вiкторо-
вич активно займався органiзацiйною роботою:
був членом Вченої ради НаУКМА, спецiалiзо-
ваної Вченої ради Iнституту математики НАН
України, членом Київського математичного то-
вариства, редколегiй журналiв «Науковi запи-
ски НаУКМА» та «У свiтi математики».

Колеги й учнi згадують його як надзвичайно
доброзичливу, чуйну, iнтелiгентну людину. Га-
лина Крюкова згадувала: «У нас Юрiй Вiкторо-
вич вiв спецкурс на мехматi на кафедрi алгебри.
Пам’ятаю, що вiн не ставив себе вище, а разом з
нами начебто вперше читав сучаснi статтi i на-
магався розiбратися, що до чого (хоча очевидно,
що не вперше, бо вiн же цей список статей на
вибiр пропонував). Студенти з першого курсу
для нього вже були на “Ви” i “колеги”. В спiл-
куваннi з ним кожен з нас вiдчував, що ми не
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чергова “маса” студентiв, а кожен — особистiсть.
Значно пiзнiше я приїхала якось до Сергiя Ми-
колайовича в Могилянку (вiн був моїм опонен-
том на захистi кандидатської), Юрiй Вiкторо-
вич мене впiзнав, почав розпитувати, що до чо-
го, як справи, i тодi ж запропонував приєднати-
ся до кафедри. Хто його знає, як би склалося б
моє життя, якби не. . . Пам’ятаю, що зазвичай
Юрiй Вiкторович був у своєму кабiнетi в третьо-
му корпусi, здається, 223 кiмната, не пам’ятаю

точно. Але точно запам’яталося, що ще рiк-два
пiсля його смертi ловила себе на думцi, що от
зараз якщо не розберусь, то побiжу в третiй кор-
пус в нього просити допомоги, настiльки це було
звично, що в будь-якiй незрозумiлiй ситуацiї до
нього можна побiгти i отримати допомогу...».

Професор Юрiй Вiкторович Боднарчук на-
завжди залишиться в пам’ятi як видатний мате-
матик, педагог i Людина великої духовної шля-
хетностi.

Колектив кафедри математики
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